ONSOZ

Atatiirk Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik Bolimii'niin
“Olasilik ve Istatistik” dersinde okutulmak iizere degisik zamanlarda

okuttugumuz notlar1 birlegtirerek bu ders notunu hazirladik.

Bu kitap sahasinda iddiali olmayip, sadece konulara giris ve tanitma
niteligindedir. Bu yiizden anlasilir sekilde yazilmaya 6zen gosterilmigtir.
Konularin anlasilmasi icin ¢ok sayida c¢oziilmiig Ornege yer verilmigtir.
Dolayisiyla bu kitaptan faydalanmak icin, Kiimeler Teorisi ve Analiz dersle-

rini bilmek yeterlidir.

Kitap 10 boliimden meydana gelmektedir. Birinci boliim, sayma metod-
larina ayrilmigtir. Burada verilenler sonraki her boliimde bir arag olarak

kullanilmigtir.

Ikinci boliim ise, olasilik teorisine iligkin klasik ve aksiyomatik tanimlar,

kosullu olasilik ve Bayes teoremine ayrilmigtir.

Uciincii boliimde, rastlant: degiskenleri, olasilik fonksiyonu ve dagilimlari,

ayrica beklenen deger ve o6zellikleri hakkinda bilgi verilmistir.

Dordiincii ve beginci, ii¢iincii boliimde tanitilan kesikli ve stirekli rastlanti

degigkenlerin dagilimlarina ayrilmigtir.

Altiner boliim ve digerleri istatistik ile ilgili verilerin diizenlenmesi ve

analiz edilmesine ayrilmistir.

Kitab1 hazirlarken biiyiik bir 6zen gostermemize ragmen yine de bazi hata-
larin olabilecegini kabul ediyoruz. Bunlarin giderilmesi icin okuyucularin

ilgisini bekliyoruz.

Kitabin hazirlanmasinda yardimlarimi gordiigiimiiz Matematik Boliimii
elemanlarina, basim icin yardimlarini esirgemeyen Fen-Edebiyat Fakiiltesi

Dekanligina tegekkiir ederiz.

Yazarlar
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Chapter 1

TEMEL KAVRAMLAR

1.1 Sayma Metodlari

Verilen bir kiime cesitli yonleri ile incelenebilir. Bu boliimde biz, sonlu bir
kiimenin eleman sayisi ile ilgilenecegiz. Eleman sayisinin tesbiti icin bazi
metodlar vardir. Bunlarin en iyi bilineni, verilen kiimenin elemanlarini tek
tek saymaktir. Ancak, bu her zaman i¢in pratik degildir. Bu nedenle, say-

may1 daha pratik yapmamizi saglayan metodlar: verecegiz.

1.1.1 Saymanin Temel Prensibi
Asagidaki ornekleri inceleyerek anlatilmak isteneni biraz daha gozler oniine
serelim.

1. Trabzon’dan Giresun’a gitmek icin 10 otobiis, 15 minibiis ve 3 tane
de gemi vardir. Dolayisiyla Trabzon’dan Giresuna gitmek isteyen birisi
otobiisii veya minibiisii veya gemiyi tercih edecektir. Bu durumda otobiis

veya minibiis veya gemi ile gitme tercihi 10+1543=28 gekilde olur.

Bunu daha toplu olarak goyle soyleyebiliriz: A, “otobiis ile gitme”; B

“minibiis ile gitme” ve C' de “gemi ile gitme” olaylarini gosterirse
A veya B veya C olayl, n(A)+n(B)+n(C)=10+15+3=28

1



farkh sekilde olur. Burada n(X) ile X kiimesinin eleman sayis1 gosterilmigtir.
Genel Kural: Aq, Ay, ... A olaylarinin  olug  sayisit  sirasiyla
ni, Na, ..., N, olsun. Bu takdirde

Ay veya Ay veya --- veya Ay olayl, ng +ng+ -+ ng

farkli sekilde olur.

19. X gehrinden Y sehrine gitmek icin 3 yol; Y sehrinden Z sehrine gitmek
icin 5 yol vardir. Y den gecmek sartiyla X den Z sehrine gitmek isteyen birisi
(3)(5)=15 farkli yol tercihi yapabilir.

Aile “X den Y ye gitmeyi”; Bile “Y den Z ye gitmeyi” gosterelim. Y den
gecmek sartiyla X den Z ye gitmek icin A ve B olaylarinin olmasi gerekir.

Dolayisiyla
A ve B olay1, (3)(5)=15

farkli sekilde olur.
Genel Kural: Aq, Ay ... A olaylarinin  olug  sayisi  sirasiyla
ni, Na,...,n; olsun. Bu takdirde

Ay ve Ay ve --- ve Ag olayl, nyng---ny

farkli sekilde olur.

Yukaridaki genel kurallardaki “ve”, “veya” kelimelerinin kullaniglarina
dikkat ediniz.

Ornek 1.1 1,2,3,4,5 saylar ile hi¢c bir sayr tekrarlanmadigina gore, t¢

basamakly kac sayr yazilabilir.

Cozum 1.1 Her basamag bir kutu olarak disindrsek 1,2,3,4,5 sayilar ile
doldurulacak uc yer vardir. Ilk; yer bes sayinin herhangi biri ile doldurula-

bilir. Ikinci yer geriye kalan dort sayinin herhangi biri ile, tctincu yer de



t¢ sayman herhangi biri ile doldurulabilir. Saymanin temel ilkesine gére,
1,2,3,4,5 sayilary ile hi¢ bir say. tekrarlanmadigina gore (5)(4)(3) = 60 tane

t¢ basamakly sayr yazilabilir.

1.1.2 Faktoriyel Sembolii

1 sayisindan n sayisina kadar biitiin pozitif tam sayilarin carpimi n! faktoriyel

ile gosterilir. Yani,
nl=(1)(2)(3)---(n—=2)(n—1)n
olur. Ozel olarak 0! = 1 olarak tammlanir. Ayrica 1! = 1 dir.

n biiyiidiikce n! hesaplamak oldukca giictiir. Bunun i¢in biiyiik sayilarin

faktoriyeli Stirling Formiilii denilen

nl & (27m)<ﬁ>n (1.1)

(&

ile yaklasik olarak hesaplanir.

1.1.3 Permitasyonlar

Birbirinden farkli n tane elemanin (hepsini alarak) diizenlenmesine

permiitasyon denir.

Teorem 1.1 n tane farkl elemanin hepsi siralandigr zaman elde edilecek

degisik dizenlerin sayist n! kadardr.

ispat 1.1 Doldurulacak n tane yer vardar. Ilk; yer n tane nesnenin herhangi
biri ile n yolla ve ikinci yer, geriye kalan (n — 1) nesne ile (n — 1) yolla
doldurulabilir. Islem benzer sekilde sirdirilirse saymanin temel ilkesine gére

farkl dizenlerin saiyst,

olarak bulunur.



n farkli nesnenin permiitasyonlarinin (siralanmasindan elde edilen

diizenlerin sayisi) P(n,n) ile gosterilir. Buna gore,
P(n,n) =n! (1.2)

dir.
Ornek 1.2 7 kisi bir gise oninde kac farkl sekilde siralanabilir.

Coziim 1.2 7 kisinin farkl dizende siralanma sayist
P(7,7) =T = 5040

olur.

n nesnenin bazilar: ayni olmasi durumunda, permiitasyonlar: bulmak igin

kullanilan genel formiil agagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 1.2 n tane nesnenin nq tanesi bir turden, ny tanesi ikinci tirden,
., ng tanesi k—incy turden olsun. Bu n nesnenin tumu siralanirsa, elde
edilecek farkl dizenlerin saiyust,

n!

| | | E n:n1+n2+---+nk (13)
Ny Mg Np—1:N-

dur.

Ispat 1.2 Ispati ni nesnenin aym, digerlerinin farkl oldugunu kabul ederek
yapacagrz. Aymi nesneler xy,Tq, -+, Ty, olsun. Geriye kalan nesnelerden

olusan bir tek duzeni gozonune alalim ve onu k ile gosterelim. Bu durumda
T1To -+ Tpyk, Tp, 129+ Ty, 1k,

yazilir. Bunlarin sayist ny! dir. Ancak bunlar bizim istedigimiz sekilde diizen
olarak 1 tanedir. Bu her durum i¢in aynidir. Eger butin nesneler farkl
olsaydi n! tane dizen elde edilecekti. x5 - - - x,, aym oldugundan ny! ¢arpant

kadar dizen ayni olacagindan, istenen farkl, dizenlerin sayist

ni:! (1.4)



dir. Benzer muhakeme uygulanarak ni, ns, - - -, ng tane benzer nesne i¢in elde
edilecek farkly duzenlerin sayisi

n!
(1.5)

Tll!ng! < nk'

olur.

Ornek 1.3 ISTATISTIK kelimesinin harflerini her dizende kullanma
sartwla, kag farkl kelime elde edilebilir?

Coziim 1.3 ISTATISTIK kelimesinde, bes farkl, harf vardur: LS, T A,K.
Burada ny =3, no =2, n3 =3, ng =1 ve nsg =1 dir. Elde edilecek degisik

kelime sayust
10!

312131111!
olur. Burada su hususa dikkat etmek gerekir: Birinci fharﬁm' fl, ikinci T

= 50400

harfini Iy, diciinci I harfini Iy ile gésterelim. Dolayist ile,
LSTATLSTLK, LSTATLSTLK, LSTATLSTLK,
LSTATLSTLK, LSTATLSTLK, LSTATLSTLK

kelimeleri aynidir. Permutasyon olarak bunlarin sayist 1 dir.

Ornek 1.4 4 kwrmaze, 8 beyaz ve 1 mavi bayraktan olusan bir kumeden her

biri 8 bayrak ihtiva eden kag farkl dizen elde edilir?

Cozim 1.4
8!

ES TR

bulunur.

Bir baska permiitasyon cesidi de dairesel permiitasyondur. n tane farkh
nesneyi bir daire ¢evresinde siralarsak, elde edecegimiz degisik diizenlerin

say1si
P(n,n) = (n—1)! (1.6)

olur.
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Ornek 1.5 Bir masada yemek yiyen 4 arkadasin farkly permitasyonlarinin

sayist nedir?

Cozum 1.5 Masa etrafinda oturan 4 kisiyi A, B, C ve D ile gosterelim.
Asaqidaki sekildeki dort dizenleme aynidir. Her durumda, A nin solunda B,

saginda ise D vardar.

Sekil 1.1:

Farkly dizenlemelerin sayisini bulmak icin bir kisiyi (mesela A y1) sabit
tutacagiz ve sonra B, C ve D ile yapilacak dizenlemelerin sayisine hesaplay-

acagiz. O halde
m—1)!=4-1)!=3'=6

olur.

n tane farkli nesneyi bir halka cevresinde siralarsak elde edecegimiz degisik

diizenlerin sayisi

(n—1)!

5 (1.7)

dir.

Eger A, B, C, D seklindeki dort farkli boncuk bir halkaya gecirilmig ise
agagidaki iki diizen aymidir. Ciinkii A ve C sabit tutularak halka 180 derece

dondiiriilmekle bir sekilden digeri elde edilir.



Sekil 1.2:

Ornek 1.6 1 beyaz, 1 mavi, 1 kirmizz ve 2 sari boncuk bir halkaya

geciriliyor.

i. Kag farkl dizen elde edilir?

Kiurmaizi ve beyaz top yan yana gelmek sartwyla ka¢ farkly dizen elde

edilir?

Cozum 1.6 i. Eger boncuklar farkly olsaydi, 5 boncuk ile yapilacak

. . ! .
duzenlemelerin sayist % dir.

Ancak boncuklarin ikisi sary oldugundan dizenlemelerin sayist

4!
_— —6
2(2")
olur.
213!
2(2!)
olur. Paydakit 2!  kwrmaze ve beyaz toplarin kendi aralarinda

olusturacaklary dizenlerin sayisini; 3! ise bir halkadaki 4 nes-

nenin olusturacagr dizenleri gostermektedir. Paydadaki 2! ki sari



topun wvarlhgindan dolayr yazilmis; 2 ise halka tzerinde yapilacak
duzenlemelerin sayisine veren formilden gelmektedir. Bu sonuclar

sekil olarak asaqidaki gibi gosteririz.

Sekil 1.3:

Verilen n nesnenin hepsini kullanarak degilde, k£ tanesini kullanarak elde
edilecek permiitasyonlarla da ilgilenecegiz. Bu tip permiitasyonlar iki sinifa

ayrilir.

Birincisi, £ elemanin hepsinin farkli olmasi yani tekrarsiz olmasi duru-

mudur. Ornegin, a, b, ¢ harflerinden olusan 2-li tekrarsiz permiitasyonlar,
ab, ac, be, ba, ca, cb
dir.

ikincisi, k elemanin hepsinin farkli olmamasi yani tekrarli olmasi duru-

mudur. Ornegin, a, b, ¢ harflerinden olusan 2-li tekrarli permiitasyonlar
aa, ab, ac, bb, be, ba, cc, ca, cb

dar.

Teorem 1.3 n tane farkls nesnenin k tanesi (k < n) tekrarsiz olarak

siralanarsa, elde edilecek degigik diizenlerin sayise P(n, k) ile gdsterilir ve

P(n, k) = (1.8)

(n—k)!



yazilir.  Eger bu k nesne tekrarl olarak siralanirsa, elde edilecek degisik

duzenlerin sayist

dar.

Ispat 1.3 Doldurulacak k tane yer vardsr. Ilk yer, n nesneden herhangi biri
ile ve ikinci yer, geriye kalan (n — 1) tane nesneden herhangi biri ile doldu-
rulur. Benzer iglemler ile k.yer n — (k — 1) yolla doldurulabilir. Saymanin

temel ilkesine gore
P(n,k)=nn—1)---[n— (k—1)] (1.9)

yazabiliriz. Bu egitlik (n — k)!/(n — k)! ile ¢arpilirsa,

P(n, k) = (1.10)

(n—k)!
elde edilir.

Diger hal, saymanin temel prensibinden gorulir.

Ornek 1.7 7 haneli telefon numaras:

1. Hi¢ bir sart olmaksizin,

1. Her rakam farkly olmak tzere

kag sekilde yazilabilir.

Cozim 1.7 4. 10 tane rakaman herhangi biri her haneye gelebilir. O halde

bu nesneler tekrarl olarak siralanmaktadir. Dolayisiyla
107 = 10000 000
tane telefon numaras, yazilabilir.

1. Bu durumda nesneler tekrarsiz olarak siralandigindan
10!
P(10,7) = m = (10)(9)(8)(7)(6)(5)(4) = 604800

tane numara yazilabilir.
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1.1.4 Kombinasyonlar

Birbirinden farkli n tane nesne verilsin. Bu nesnelerden herhangi r tanesi
rasgele alinir ve bu r nesne herhangi bir sirada yazilirsa, buna r mertebeli

kombinasyon denir.

Kombinasyonlar iki sinifa ayrilir: Birincisi » nesnenin de farkli yani
tekrarsiz olmasi, ikincisi ise r nesnenin farkli olmamasi yani bazilarinin

tekrarl olmasidir.

Permiitasyonda sira onemlidir. Kombinasyonda ise siranin onemi yoktur.
Ornegin, abe, ach, bea, bac, cab, cha permiitasyon olarak birbirinden farkhdir,
ama kombinasyon olarak hepsi aynidir. Boylece su benzetmeyi yapabiliriz:
Degigme ozelligi permiitasyonun nesneleri arasinda yok, kombinasyonun nes-

neleri arasinda vardir. Bunu daha iyi gormek igin Ornek 1.8’e bakiniz.

Teorem 1.4 n farkly nesnenin r mertebeli tekrarsiz kombinasyonlarinin

sayist
n !
C(n,r) = ( > = (1.11)
dir. Tekrarl kombinasyonlarin sayist ise

- ri((n+r—1)—r)! (1.12)

C(n,r) = (

n+r—1> (n+r—1)!
r

dur.

ispat 1.4 Bilindigi gibi n farkls nesnenin r tanesi alinarak elde edilen
tekrarsiz permiitasyonlarin sayist P(n,r) = (nf—'r), dir. Burada her bir kombi-
nasyon ! kadar tekrar edilmistir. Teorem 1.2 ye gére her bir kombinasyonun

1 tane oldugu duzenlemelerin sayist

=) =y

dir. Ikinci kisman ispats timevarim ile yaprlr.
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Ornek 1.8 a, b, ¢, d gibi dort harften tic harf alarak yapilan kombinasyon

sayrsing bulunuz.

Cozum 1.8 Burada n =4 ve r = 3 oldugundan

! 4!
C(n,r) = n =

ri(n—r)l  31(4—3)! =4

dir.

Kombinasyon ve permautasyon kavramlarine mukayese etme bakimaindan

asagidakt tabloyu verelim:

Kombinasyonlar Permiitasyonlar
abc abe, ach, bac, bea, cab, cba
abd abd, adb, bad, bda, dab, dba
acd acd, ade, cad, cda, dac, dca
bed bed, bde, cbd, cdb, dbe, dcb

Kombinasyonlar ve permiitasyonlar arasinda

P(n,r)
r!

P(n,r) =rlC(n,r) = C(n,r) =

bagintis1 vardir.
Ornek 1.9 § kisi arasindan 4 kisi ka¢ degisik sekilde secilebilir?

Coziim 1.9 Secimde siralama onemli degildir. Burada n = 8 ve r = 4 dir.

Dolaypswyla farklh secim sayise,

8 8! 8!
o4 = <4> “aE—4y am

olarak bulunur.

Ornek 1.10 4 kiz ve 7 erkek ogrenciden 5 kisilik bir kurul sec¢ilecektir. Ku-
rul, 2 kiz ve 8 erkek ogrenciden kurulmak istendigine gore, kag farkly se¢im

yapulabilir?
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4
Cozum 1.10 Kurula secilecek 2 kiz 6grenci i¢in <2>, 3 erkek ogrenci i¢in

7
de (3) farkly secim yapilabilir. Saymanin temel ilkesine gore 5 kisilik degisik
4\ (7
= 210
2)6)

Ornek 1.11 a, b, ¢ elemanlarinin ucli tekrarly kombinasyonlaring ve ikili

kurul sayisi

olarak bulunur.

tekrarly kombinasyonlaring yaziniz.

Coziim 1.11 Uclii tekrarh kombinasyonlar: aaa, aab, aac, abb, abc, acc,

bbb, bbe, bee, ccc.

Ikili tekrarl kombinasyonlar: aa, ab, ac, bb, be, cc.

Kombinasyonla ilgili su 6zellik vardir:

) (r)=05)

Teorem 1.5

esitligi vardr.

ispat 1.5

(Z) :T’(nnilr)’ ”6 <7~Z1> - (r+1)![nni (r+ ]!

oldugunu biliyoruz. Buradan,

(Z) * (ril) = r!(nni TR 1)![nni S

n! n—r
B 1"!(71—7")!(1 r+1)

n! r+l+n—r
- r!(n—r)!( r+1 )
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elde edilir.
Ayrica su iki 0zelligi de verebiliriz:
[ n n+1 P n+k\ (n+k+1
“\o 1 E) T\ ok
3 n n
0. =
n—=k k

Tanim 1.1 nq,ne, -+, n, pozitif tamsayilar ve ny +ng + - -+ 4+ n,. = n olsun.

n n!
nyng, ) gl

seklinde tanimlanar.

Ornek 1.12 <

) ifadesinin degerini bulunuz.
Y Y

Coziim 1.12

T\ T o
4,3,0) 41300

olarak hesaplanar.

Teorem 1.2 de bazi nesneleri ayni olan bir kiimenin permiitasyonlarinin
sayisinin nasil bulunacagini gérdiik. Simdi bu teoremi biraz daha degisik bir
sekilde ifade edecegiz. Teorem 1.2 de baz1 nesnelerin ayni oldugu, burada ise

nesnelerin farkl oldugu durum gézoniine alinmistir.
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Teorem 1.6 n elemanly bir A kimesi, Ay kimesinde n,, Ay kiimesinde
Na, -+, Ax kiimesinde ny eleman olmak dzere {Ay, Ay, ---, Ay} seklinde
parcalanmak isteniyor. Bu sekilde A kiuimesi

n!

kadar farkly parcalara ayrilr.

n
) farkl

ispat 1.6 A, kimesine n nesneden ny tane farklh nesneyi (
ny

. .. . (=M
sekilde ve Ay kiimesine n — nq nesneden no tane farkls nesneyi < )
Ng

farkly sekilde ve nihayet Ay kiimesine n — ny — -+ - — ng_1 nesneden ny tane

farkl, nesney: (n T le1> farkly sekilde secebiliriz. O halde say-
N,

manin temel prensibine gore parcalanmalarin sayist

B

dvr. Gerekli islemleri yaparsak

n!
ﬁ, Ny —+nNg+---+np=mn
1-N9o. N

elde edilir.

Ornek 1.13 9 oyuncak, 4 kardes arasinda en kiciugu 3 tanesint digerler: esit

sayrda olmak tzere kac farkl sekilde paylastirilir?

Coziim 1.13 9 oyuncagr siraswyla 3, 2, 2, 2 oyuncage icinde bulunduran 4
goze kag farkl sekilde yerlestireceqimizin sayisine bulmak istiyoruz. Teorem
(1.6)’e gére

9!

3111~ (000

olarak bulunur.
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1.1.5 Binom Teoremi

Teorem 1.7 n bir pozitif tamsayr olmak tizere

(a+b)" = (:)L)a" + (T)a”_lan <Z>an_2b2 + o
n n—1 n n
+ ab + b
n—1 n

-5 (M)

r=0 r

olur.
ispat 1.7 Timevarim metodu kullanilarak ispat edilebilir.
NOT: a herhangi bir say1 ve k£ > 0 bir tam say1 olmak iizere binom katsayilar1

<Z> _ a(a—l)(a—2lz!---(a—k+1) (1.14)

ile tanmimlanir. Eger a > 0 bir tamsay: ise bu katsay1

(Z) - k'(aailk)' (1.15)

sekline doniigiir. Ornegin,

(-2) —2(=3)(=4) -+ (=2 —r +1)

r

dir.

(a+ b)™ agihminin asagidaki 6zellikleri vardir:

i. (a+ b)™ agthminda n + 1 terim vardir.

2. Her terimdeki a ve b terimlerinin iisleri toplami n olur.
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141. a teriminin isleri n sayisindan sifira kadar azalir, b teriminin {isleri

sifirdan n sayisina kadar terim terim artar.
1. k. terimin katsayisi <k 1) olur.

v. Uclardan esit uzakliktaki terimlerin katsayilar: esittir.

(a + b)™ teriminin katsayilari, Paskal Ucgeni denilen agagidaki tablodan

yararlanilarak da hesaplanir:

(a+b)° 1

(a+ b)! 1 1

(a+b)? 1 2 1
(a+b)? 1 3 3 1
(a+b)* 1 4 6 4 1

Paskal Uggeninde su iki ozellik vardir:

. Her siradaki birinci ve sonuncu say1 1 dir.

1. I"J(;gendeki diger sayilar tam tisteki iki sayinin toplanmasi ile elde edilir.
Ornek 1.14 (3 + 2x)° ifadesinin agrliminy yaziniz.

Céoziim 1.14

(3+21)° = <(5)>35+ <?>34(2x) + (2)33(2@2 + (2)32(230)3
+<i>3(2x)4+ (2)(295)5

= 322° 4+ 240z* + 7202> + 108022 + 810x + 243

elde edilir.

Binom Teoremini asagidaki gibi genellegtirebiliriz.
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Teorem 1.8 n =ny + ny + - - - + ng olmak tzere,

(a1 +ag+ - +ap)" = Z ( " )a?IQSQ---aZ’“ (1.16)

nitna+-+ni=n n1, N2, Nk

yazilabilir. Daha énce Tanwm (1.1) de belirtildigi gibi

n n!
Ny, N, -+, Nk nl’ng'nk’

seklindedir.
ispat 1.8 Binom acilimindan yararlanarak ispat yapilabilir.
Ornek 1.15 (a+ b+ c+d)? ifadesinin agilvmainy yaziniz.

Coziim 1.15

(a+b+c+d)? = > ( 2

ni+ns+ng+ng=2 nl) n27 n37 Ty

= ( 2 >a2+< 2 )ab+< 2 )ac
2,0,0,0 1,1,0,0 1,0,1,0
+< 2 >ad+< 2 >b2+< 2 )bc
1,0,0,1 0,2,0,0 0,1,1,0
+< ’ )bd+< ’ >(;2+< ’ >cd
0,1,0,1 0,0,2,0 0,0,1,1
2 2
+<0,0,0,2>d

= a® + 2ab + 2ac + 2ad + b* + 2bc + 2bd + 2¢* + 2¢d + d?

) anl anl bnz CTL3 dn4

oldugu gorilebilir.

Ornek 1.16 (@ + b+ ¢)® ifadesinin agilvmany yapmadan terim sayising bu-

lunuz.

Coziim 1.16 Tekrarly kombinasyonlardan istifade edecegiz. n = 3 r = 5

oldugundan, terim sayist

C(n+r—1,r):<n+:_1> (n+r—1)

ri((n+r—1)—r)!
B+5-1)! 7

= =21
5I3—1) 512!
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olarak bulunur.

1.1.6 Cozulmius Problemler

1. Asagidaki ifadeleri kisaltiniz.

: n! g (n+2)!
i =1 it. .y
Cozim: 1.
n! (n—1)n
n!:(n—l)!n:>(n_1)'— (=1 =n
Cozim: 1.

(n ;!2)! _ (n+2)7(g+1)”’ = (n+2)(n+1)

2. Tk ikisi harf, son ii¢ii rakam olmak iizere bes sembolden olusan kag

otomobil plakas1 yapilabilir.

Coziim: Alfabenin biitiin harflerini ve 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 rakamlarini
kullanarak (29)(29)(10)® = 841000 tane plaka yapihir. Fakat rakamlar

hanesinde 000 gelmeyeceginden,
841000 — (29)(29) = 841000 — 841 = 840159

tane plaka yapmak miimkiindiir.

3. Bir 6gretmen 6 o0grenci arasindan 1 veya daha fazla 6grenciyi kag sekilde

secebilir.
Cozim: 1,2,3,4,5 veya 6 6grenci secilecektir. Bu yilizden se¢im sayisi:

(?>+<g>+<2>+<i>+<§>+(g> = 6+15+20+15+6+1=63

olarak bulunur.

NOT: Eger A ve B olaylar1 ayn1 zamanda olmayan iki olay ise ve A olay1

toplam m yoldan, B olayida toplam n yoldan oluyorsa;
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i. A veya B olayt m 4+ n yoldan,
1i. A ve B olay1 mn yoldan olabilir.

4. Dort evli ¢ift arasindan 3 kisilik bir kurul agagidaki hallere uygun olarak

kag sekilde secilebilir.

1. Hepsi esit secilme sansina sahiptir.
1. Kurulda 2 kadin ve 1 erkek olmak zorundadair.

14¢. Bir kari-koca bir kurulda bulunamayacaktir.

Cozim: i. Bir kurulda sira 6nemli olmadigindan problem, 8 sahis arasindan

ticiiniin se¢imidir. Dolayisiyla,
8 8!
= — =256
( 3 ) 315!

4 4
Coziim: . 2 kadin <2> = 6 cesit secilir. 1 erkek <1> = 4 gekilde secilir.

bulunur.

Boylece saymanin temel ilkesine gore 2 kadin ve 1 erkegin se¢ilme yol-

() o=

Coziim: 2. 3 kisilik heyet olacagindan bu kisitlama altinda bu kurulda 3

larinin sayisi

olarak hesaplanir.

ciftten adam bulunacaktir. Bir kari-koca ayni kurulda bulunamayacak-

4
tir. Boylece, 3 cift, 4 ¢ift arasindan (3) yolda secilir. 3 ¢ift secildikten

2 2 2
sonra, ilk ciftten (1 ), ikinci ciftten <1> ve liciincii ¢iftten de <1>

secim yapilabilir. saymanin temel ilkesine gore,
4\ 2\ [(2\/[2
=32
5)EEE)

5. CIHAN kelimesinin harflerinden ikiger ikiger alarak kac¢ kelime

olarak hesaplanir.

yapilabilir?
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Cozim: Beg harften ikisini secip iki harfli kelime kuracagiz. Kelimelerde

harflerin siras1 6nemlidir. Kelimelerin sayisi

5! 5!

PO =55~

20

dir.
6. (z + 2y)' ifadesinin agilimindaki 9.terimi bulunuz.

n—(k—1)

Cozim: k.terimi bulma formiiliimiiz I " 1 a b*~1 idi. Dolayisiyla

burada n = 12, k = 9, a = = ve b = 2y oldugu gozoniine alinirsa,

12 12!
( >x4(2y)8 _ _281‘4y8

9.terim,

8 84!

olarak bulunur.

7. Bir poligonun kogegeni komsu olmayan herhangi iki koseyi birlegtiren
dogru olarak tamimlaniyor. Kenar sayisi asagida verilen poligonlarin

kogegen sayisini bulunuz.
1. D-gen 1. 6-gen 19%. N-gen.

Coziim: i. Once 5 noktadan kac dogru gectigini bulalim. Iki nokta bir

5 5!
= — = 1
(2) 312! 0

dogru cizilir. Bunlardan 5 tanesi poligonun kenar1 geri kalan ise kogegen

olacaktir. O halde
5
2

Coziim: . 6-gendeki kosegen sayis1 da

(9)-o-

dogru belirteceginden

tane kogegen vardir.

olur.
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Cozim: . n-gendeki kogegen sayisi

2
_ n(n-23)
B 2
olur.
1.1.7 Problemler
1. Asagidaki ifadeleri sadelestiriniz.
! —1)! _ !
: (n+1)! i (n—1)! i (n—r+1)!
n! (n + 2)! (n—r—1)!

oldugunu gosteriniz.
3. Bir ogrenci sinavda 10 sorudan 8 tanesini cevaplayacaktir.
1. Kag cesit secim yapilabilir.
i. Tk ii¢ soruyu cevaplama sarti ile kag cesit secim yapilabilir.
iii. Tk bes sorudan en az dordiinii cevaplama sarti ile kag cesit secim

yapilabilir.

4. (4z — 5-)'? ifadesi veriliyor. 6.terimi bulunuz.

5. 10 oyuncudan kag degisik voleybol takimi sahaya cikarilabilir.
6. Spor toto da 13 ve 13 + 1 tuturmak i¢in kag kolon oynanmalidir.

7. TRABZON kelimesinin harflerini her diizende kullanma sarti1 ile, kag
farkl kelime elde edilebilir. Benzer soruyu MATEMATIK kelimesi i¢in

¢OzUniiz.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Bir kutuda bulunan 12 toptan, 5 tanesi siyah, 4 tanesi beyaz ve 3 tanesi
kirmizidir. Her renkten en az bir topu icinde bulunduran 6 toptan

olusan gruplarin sayisi nedir?

. u = f(z,y,z) analitik fonksiyonunu diigiinelim. 2.mertebeden farklh

kismi tiirevlerinin sayisi nedir?
Bir futbol takimi kac¢ farkli sekilde sahaya cikabilir.

1,2,3,4,5,6 rakamlariyla (rakamlar tekrar edilmemek sartiyla) 400’

den biiyiik kag tane tek say1 yazabiliriz.

1,2,3,4 rakamlariyla elde edilebilecek 4 rakamli sayilarin toplami

nedir?

(223 — 3xy? + 2?)8 ifadesinin agiliminda iginde x'" ve y* bulunan terimi

acihm yapmadan bulunuz.

Tiirkiye’de birinci kiime futbol karsilasmalari 18 takim arasinda
yapiliyor. Kargilagmalar sonunda takimlar ilk 3 dereceyi kag¢ degisik
sekilde paylasabilirler.

Ayni renkte 10 boncuk, bir bilezik iizerine kag tiirlii siralanabilir.

Bir dogru iizerinde A, B, C' noktalarinin birbirine gore kag farkl kon-

umu vardir.

Ucii birbirine paralel 5 tane dogru var. Bu dogrularin kesim nokta-

larinin sayisini bulunuz.

9 ¢cemberin ikiger ikiger kesim noktalarinin sayisini bulunuz.



Chapter 2

OLASILIK TEORISI

Olasilik teorisi, sans oyunlarina baglh olarak ortaya ¢ikmigtir. Giiniimiizde
pek cok olay olasilik teorisi yardimiyla onceden tahmin edilmeye calisilmakta
ve hatta bu yol kullanilmadan yapilan tahminlere deger verilmemektedir.
Giinliik hayatimizda da baz olaylar: (farkinda olmadan) bu teori yardimiyla
yorumlariz. Ornegin, 5 kirmizi ve 3 beyaz top bulunan bir kavanozdan rast-
gele cekilen bir topun kirmizi olma olasiligi beyaz olma olasiligindan daha

fazla oldugunu soyleriz.

Olasilik teorisi bir seyin olasiliginin diigiik veya yiiksek oldugunu
soylemekle kalmaz ona bir ntimerik deger karsilik getirir. Yukaridaki ornekte
(ileride bunun nasil yapildigini izah edecegiz)

5 3
P(kirmiz1 top) = 3’ P(beyaz top) = 3
dir.

2.1 Deney, Orneklem Uzay, Olay

“Deney” kelimesi oldukca genig manada kullanilir. Asgagidakilerin herbiri

deneye ornektir:

¢. Bir lambanin kusurlu olup olmadigini kontrol etme,

2. Atilan diizgiin bir zarin {ist yiizline hangi sayinin gelecegini gozetleme,

23
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1i1. Giinliik yagiglarin 6l¢iimiinii yapma,

1v. Rastgele secilen bir kigiye yeni bir araba modelini begenip begenmedigini

sorma.

Olasiliktaki deney, sonucu 6nceden tahmin edilemeyen sans olaylariyla ilgi-
lidir.

Tanim 2.1 Bir deneyin mumkun butun degerlerinin kumesine orneklem
wzay denir ve S ile gosterilir. Orneklem uzayindaki herbir elemana sonug

(veya drnek nokta), altkiimelerinden herbirine de olay adu verilir.

S orneklem uzay1 sonlu sayida eleman ihtiva ediyorsa eleman sayist n(S) ile

gosterilir.

Ornek 2.1 Degerler: farkly ¢ dizgin para aynt anda atiliyor. Deneyin S

orneklem uzayini yaziniz. Olay ve sonuca birer ornek veriniz.

Coziim 2.1 S = {YTT,YYT,YTY,YYY,TTT,TYT,TYY,TTY} dur.
A={YTT, TTT, TYT,TTY} bir olay YYY bir sonuctur.

Tanim 2.2 A ve B, S drneklem uzayinda ortak noktalar olmayan iki olay

ise bu olaylara ayrik olay denir.

Bir bagka deyisle, AN B = @ ise A ve B ayrik olaylardir. Dolayisiyla A ve
B ayrik olaylar ise n(AN B) =0 dir.

Ornek 2.2 Asaqida verilen olaylarin ayrik olup olmadigini inceleyiniz.

i. Diizgiin bir zar atilmaswyla ilgili bir deneyde A = {tek say} ve
B = {¢ift sayi} olaylar: veriliyor.

i, Tki kiginin bir komiteye baskan secilmesi deneyinde
C = {Ali'nin baskan se¢ilmesi} ve D = {Veli’nin baskan se¢ilmesi}

olaylary veriliyor.
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iii. Diizgiin bir zar atilmast deneyinde E = {2'nin kat1} ve F = {3"in kati}

olaylary veriliyor.
Coziim 2.2 0. Olaylar agik olarak A = {1,3,5} ve B = {2,4,6} seklinde
yazariz. Burada AN B = O oldugundan olaylar ayriktur.
ii. Tkiside aynt anda baskan secilemeyeceginden C' ve D ayrik olaylardar.

iii. ENF ={6} # O oldugundan E ve F ayrik olaylar degildir.

Deneylerin sonuglar: esit gansli ve egit sansh olmayan diye iki gruba ayrilir.

Bunun icin su 6rnegi inceleyelim:

Ornek 2.3 Asaqidaki her bir deneyin orneklem uzayini yaziniz ve sonuclarin

esit sansh olup olmadigini arastiriniz:

. Dizgun bir paranin bir kez atilmass,

. Ik yiuzinde 1 bulunan (6 bulunmayan) dizgin olmayan bir zarin
atilmas.

Coziim 2.3 i. S ={Y,T} olup sonuglar egit sanshdur.

ii. S =1{1,2,3,4,5} sonuclar esit sansl degildir.

2.2  Olasiligin Tanim

2.2.1 Olasiligin Klasik Tanimai

Tanim 2.3 Eger S érneklem uzayr esit sansh sonlu sayida sonuc ihtiva e-

derse bu uzaydaki bir A olayinin olasilugy P(A) ile gdsterilir ve

P = (2.1)

olarak tanimlansr.
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Acik olarak yazilirsa,

A’ daki noktalarin sayisi

P(A) =
(4) S’ deki noktalarin sayisi

demektir. Bu kiimelerdeki noktalarin sayisini bulmak icin 1.Boliimde verilen

metodlardan da istifade edecegiz.

Ornek 2.4 . Rastgele atilan duzgin bir zarim 5 veya 6 gelme olasiligr
nedir?

1. 10 erkek ve 6 bayanin bulundugu bir topluluktan 5 kisilik bir kurul
segilecektir. Rastgele secilen bir kurulda 3 bayan ve 2 erkek bulunma

olasiligr nedir?

Coziim 2.4 . Rastgele atilan duzgun bir zar icin 6rneklem uzayimiz
S ={1,2,3,4,5,6}

ve 5 veya 6 gelme olayr da A = {5,6} dir. Olasilsgin tanimindan

P(A):%:%:%:oggza

bulunur.

1. Toplulukta toplam 16 kisi vardir. 16 kisiden 5 kisiyi

16 !
= 16 = 4368
5 511!

farkl sekilde segebiliriz. O halde S drneklem uzayimizin eleman sayist

n(S) = 4368 dir. 5 kiginin 3 i bayan, 2 si erkek olacagindan bunlarin

)5 -

dir. A = {kurulun 3 4 bayan 2 si erkek} olarak alimirsa olasiligin
tanimindan

secilme sayist

n(A) 900 75
P A = - = — = —
(4) n(S) 4368 364

elde edilir.
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Diger yandan, S (n(S) = n) érneklem uzay, A da bu uzayda r elemanl bir
olay olsun. Olasiligin tanimindan,
(A) = n(Ad) r
“n(S) n

yazilir. A, S nin bir altkiimesi oldugundan,
0<r<n

dir. Esitsizligin her tarafini n ile bolersek,
0< - <1

n

ve buradan,
0<PA)<1

elde edilir. Dolayisiyla bir olayin olasihig: [0, 1] araliginda bir reel sayidir.
Eger P(A) = 0 ise olayin olmasi miimkiin degildir. Eger P(A) = 1 ise olaym

olmasi kesindir.

Olasiligin klasik tanimi, bir ¢cok deney icin kullanilabilmesine ragmen esit
sansh olmayan olaylar icin uygulanamaz. Asagidaki érnegi aciklayici olmasi
bakimindan inceleyelim: Bir diizgiin paranin 1000 kez atilmasi deneyinde 480
kez tura geldigi gézlenmigtir. Buna gére, A = {tura gelme} ise

ﬂa@%:ﬁ%
olur. Bu f,51(A4) ya A mn rélatif frekansi denir.

=0.48

Tanim olarak,
nA

. A [ —

fre1(A) n

dir.  Burada nyu, n bagimsiz denemede A nin oldugu olay sayisini

gostermektedir. Eger denemenin sayisi yeteri kadar biiyiik alinirsa bir olayin

rolatif frekansi yaklagik olarak o olayin olasiligi olur. Yani, yeteri kadar biiyiik

n i¢in
na
P(4) = —= = fr51(4)
veya bu mana kastedilerek,
P(A) = lim 4
n—oo n

yazilir.
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2.2.2 Olasiligin Aksiyomatik Tanimi

Tanim 2.4 S, orneklem uzay; 3, olaylarin sinifs ve R reel sayilar kumesi ol-
mak tizere P : ¥ — R fonksiyonu verilsin. Asagidaki aksiyomlar saglanirsa
P fonksiyonuna olasilik fonksiyonu P(A) degerine de A olayinin olasilige
denir:

i. Her A€ X i¢in 0 < P(A) <1 dir.
ii. P(S) =1 dir.
iii. A ve B ayrik olaylar ise P(AUB) = P(A)+ P(B) olur. Bu aksiyomlara

olasilik aksiyomlary ads verilir.

Eger S orneklem uzay: sonsuz sayida nokta ihtiva ederse 7i:. aksiyomunun

yerine asagidaki aksiyomu yazariz:

ii1'. Ay, Ag, ... olaylar1 ayrik olmak iizere

dir.

2.3 Kiimeler Cebirinin Olaylara Uygulan-

masi

Olasilikla ilgili temel teoremleri ispatlarken kullanacagimiz baz1 kavramlar
gozden gegirecegiz.

Verilen bir S o6rneklem uzayindaki A, B, C, ... olaylarindan yeni olaylar

agagidaki sekilde tiiretilebilir:

i. A ve B olaylarinin birlesimi A U B ile gosterilir ve A veya B veya her
ikisindeki sonuclar1 ihtiva eder.
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1. A ve B olaylarinin arakesiti A N B ile gosterilir ve hem A hemde B de

olan sonuclar1 ihtiva eder.

iii. A olaymin tiimleyeni A ile gosterilir ve A da olmayan S deki biitiin
sonuclar1 ihtiva eder. Dolayisiyla A N A = @ oldugundan A ve A

olaylar1 ayrik olaylardir.

1. B de bulunmayip A da bulunan sonuclari kiimesine A ile B olayinin fark:
denir ve A — B ile gosterilir. B ve A — B; A ve B — A ayrik olaylardir.

A ve B olaylan ile ilgili agagidaki esitlikler vardir:

i.A—B=ANB,
ii. B— A= AnNB,

iti. AUB=AU(B—A)=BU(A-B).

2.4 Olasiligin Temel Teoremleri

Olasilik aksiyomlar, olasilik teorisini inga etmek ve onu istatistige uygulamak
icin bize yardimci olacaktir. Olasiligin temel teoremlerini ispat ederken bu

aksiyomlardan istifade edecegiz.
Teorem 2.1 Herhangi bir A olay i¢in P(A) = 1 — P(A) olur.

Ispat 2.1 Timleyenin tanvmna gore S = AU A ve ANA = O yazlir.
Bovylece,

H
[
&
&
[
g
N
-
=
[
g
=
_I_
g

e

)= P(A) =1- P(4)

elde edilir.

Bu teorem, P(A), P(A) dan daha kolay hesaplanabildigi zaman, uygula-
malarda oldukga faydahdir.
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Teorem 2.2 A ve B herhangi iki olay olsun. AN B # O (ayrik olmayan
olaylar) ise

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANnB)

olur.

ispat 2.2 .

Sekil 2.1:

Sekile gore, C, D, E ayrik olaylardir. A = CUD ve B = DUFE oldugundan

4. olasilik aksiyomuna gore

P(A)=P(C)+ P(D), P(B)=P(D)+ P(E)
yazlir. Bu egitlikler taraf tarafa toplanirsa

P(A)+ P(B)=P(C)+ P(D)+ P(D)+ P(E)
bulunur. Burada her iki tarafa —P (D) ilave edersek

P(A)+ P(B)— P(D)=P(C)+ P(D) + P(E)

olur. D = AN B oldugundan esitligin sol tarafv P(A) + P(B) — (AN B)
dir. C, D, E ayrik olaylar ve B = C'U D U E oldugundan esitligin sag taraf
P(AU B) dir.Béylece

P(AUB)=P(A)+P(B)— (AN B)

elde edilir.

Sonug: Teorem 2.2 su gekilde genellestirilebilir:

n

P(AjUAU..UA,) =) P(A4) =Y P(AUA) + -+ (-1)" 'P(A N4y NN Ay).
i=1 i<j
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Teorem 2.3 A ve B olaylar: verilsin bu takdirde

P(A—B)=P(ANB) = P(A) — P(AN B)

olur.

Ispat 2.3 B ile Bve ANB ile ANB olaylary ayrk olaylardir. Buna gore,
A=ANS=AN(BUB)=(ANB)U(ANDB)
oldugundan
P(A)=P(ANB)+ P(ANB)=P(ANB) + P(A - B)
yazilir. Buradan da
P(A— B)=P(A)— P(ANB)

elde edilir.

Teorem 2.4 A ve B olaylar verilsin B C A ise
P(A—- B)=P(A) — P(B)

olur.

Ispat 2.4 B C A ise AN B = B olur. Teorem 2.3 den
P(A—-B)=P(A)— P(AnB)=P(A) — P(B)

elde edilir.

Sonug : B C Aise P(B) < P(A) dur.
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2.5 Sarth (Kosullu) Olasilik

Bir B olaymnin olmast bir bagka A olayinin olup olmamasini etkileyebilir.
Onun icin B olayinin gerceklesmesi sarti altinda A olayinin olasiligini bulma
ihtiyaci duyulur. Bu olasihiga “B bilindigine gére A min sarth olasiligi” denir
ve P(A/B) ile gosterilir. Bu durumda, B yeni (indirgenmis) érneklem uzay

vazifesi goriir. Formiil olarak

P(ANB)

P(4/B) = =L (P(B)#0) 2.2
seklinde gosterilir. Benzer sekilde,
PB/A) = TS L (P 20 23)

yazilabilir. Ozel olarak P(A/A) =1 ve P(B/B) =1 olur.

Ornek 2.5 Bir zar atma denemesinde sonucun cift oldugu bilindigine gore,

2 gelme olasiligr nedir.

Coziim 2.5 A = {2 gelmesi}, B = {Cift gelmesi} olaylart olsun. Bir kere,

P(4) = é P(B) = 2 _ % ve P(ANB)= é — 0.16666
oldugundan,
P(A/B) = P(]f(;)B) - 8;23 — 1 03333

elde edilir.

(2.2) ve (2.3) ifadeleri kullanilarak,
P(BNA) = P(B)P(A/B)
yazilabilir. Bu formiil:

P(ANAyN..NAy) = P(A)P(As/A)P(A3/A N As)..P(An/A1 N Ay NN Ap i)

seklinde genellegtirilebilir.
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Ornek 2.6 4 top, 4 goze yerlestiriliyor. Ik ki top ayry gozlerde olduguna

gore, bir gozde tam 3 top bulunmasi olasiligr nedir?

Coziim 2.6 A={Bir gizde tam 3 top bulunmasi} ve B={Ilk iki topun ayr
gozlere gelmesi } olaylart olsun. Bu takdirde B verilmisken A olayinin sartl

olasiligr isteniyor. Formulumiz;

P(ANB)

P(A/B) = “5

(2.4)
seklindeydi.  Bu formiili kullanabilmemiz ig¢in P(A N B) wve P(B)
degerlerini bulmak zorundayz. — Bir kere herbir top dort kutuya da
konabileceginden orneklem uzaywmazdaki sonuc sayn 4*  olur. AN
B = {Bir gozde tam 3 top bulunacak ve ilk iki top ayri gézlerde olacak}
oldugundan A N B’nin eleman sayisine bulalim: 1.top 4 kutuya da konabilir.
2.top 1.topun kondugu kutu hari¢ t¢ kutuya konabilir. Geriye kalan 2 top ise
ya 1.topun kondugu kutuya veya 2.topun kondugu kutuya konulabileceginden
2 se¢me sansimiz vardir. O halde AN B arakesitindeki olay sayist saymanan
temel ilkesine gére (4)(3)(2) kadardur. Dolayisiyla,

3
P(ANnB) = = = — =0.09375
n(S) (4)(4)(4)(4) 32
olarak hesaplanir. Diger yandan, B kumesinin eleman sayisini su muhake-
meyle bulabiliriz: 1.top 4 kutuya, 2.top 3 kutuya(1.topun kondugu kutu harig)
3.top 4 kutuya ve 4.top da 4 kutuya konabileceginden saymanin temel ilkesine
gore B kiimesinin eleman sayist (4)(3)(4)(4) olur. O halde,

3
= wS) —1—0.75

olarak hesaplanir. Bulunan bu degerler (2.4) de yerine yazilirsa

P(A/B) = P(;l(;f) = (?3//342)) = % =0.125

elde edilir.
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2.6 Bagimsiz Olaylar

Iki veya daha cok olaydan birinin olusu veya olmayist digerlerini hig bir
sekilde etkilemezse bu olaylara bagimsiz olaylar denir. A ve B olaylan
bagimsiz ise P(A/B) = P(A) olacag1 agiktir. Bu esitligi bagimsizligin tanimi

olarak kullanacagiz.

Tanim 2.5 A ve B, S drneklem uzayinda iki olay olsun. Eger,
P(AN B) = P(A)P(B) (2.5)

oluyorsa, A ve B’ye bagimsiz olaylar denir.

Burada su hususu belirtmek yerinde olur: Daha o©nce “ayni anda
gozlenmesi miimkiin olmayan olaylar” olarak tanimladigimiz ayrik olaylarla,
bagimsiz olaylar1 karistirmamak gerekir. Ayrik olaylarin ortak noktasi yok-
tur. Halbuki bagimsiz olaylarin ortak noktasi olabilir. Asagidaki 6rnegi

inceleyelim:

Ornek 2.7 Hilesiz bir para i¢ kez atilsin. A = {Birinci atig turadir}, B =
{fkinci atis turadiry ve C = {Ug kez atisin sadece ikisinde tura gelmigtir}
olaylary verilsin. A ile B, A ile C' ve B ile C' olaylarinin bagimsiz olup

olmadiklar, hakkinda ne soyleyebilirsiniz.

Cozim 2.7

Orneklem uzayimiz S = {TTT, TTY, TYT, TYY,YTT,YTY,YYT, YYY}
seklindedir. A = {TTT, TTY,TYT,TYY}, B = {TTT,TTY,YTY} wve
C = {TTY, TYT,YTT} olur. Buradan P(A) = 2 =1 P(B) =1 =1

8 27 8 2
ve P(C) = 2 olur.

Once A ve B olaylarina ele alalim: P(ANB) = 2=1vet=PANB)=
P(A)P(B) = 13 = 1 olup (2.5) den dolayr A ve B olaylary bagimsizdur.
Burada, AN B ={TTT, TTY} olduguna dikkat ediniz.

Simdi de A ve C olaylariny inceleyelim: AN C = {TTY, TYT} olup
P(ANC)=2=7ve;=PANC)#PAPC) =32 = olup AveC
olaylary bagimsiz degildir(bagimlidur).
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Son olarak B ve C olaylariny inceleyelim: BN C = {TTY,YTT} olup
P(BNC)=2=7;ve;=PBNC)#PB)PC)=32 =2 olup BuveC

28
olaylary bagimsiz degildir(bagimlidur).

Agac Diyagrami: Bir ¢ok olasilik problemini ¢6zmek igin olasilik agaci
cizmek faydalidir. Bu metod agagidaki 6rneklerde izah edilmistir:

Ornek 1. Bir torbada 8 beyaz, 3 siyah top vardir. Ardarda iki top cekiliyor.

t. ilk topu iade etmek sartiyla,

12. ilk topu iade etmeksizin,
cekilen toplardan birinin beyaz birinin siyah olma olasiligi nedir?
Cozim: p ile bir beyaz ve bir siyah top ¢ekme olasiliklarini gosterelim.

i. Tade ederek cekilig yapiliyor, W; birinci ¢ekilen top beyaz, W5 ikinci
cekilen top beyaz, B; birinci gekilen top siyah, B, ikinci ¢ekilen
top siyah, olaylar1 olsun. Birinci ve ikinci gekiliglerin sonuclari
farkl dallarda gosterilir. Agacin herhangi bir dali boyunca goriilen
olaylar bagimsizdir. Béylece, P(W, N W) = P(W,)p(Ws) yazilir.

Sekil 2.2:

24 N 24
121 121
48

121
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bulunur.

i. Tade etmeksizin cekilig yapiliyor, Agacin herhangi bir dali boyunca
goriilen olaylar bagimsiz olmadig: halde

P(WyNWy) = P(Wy)P(Wy /W)

oldugunu kullanarak dal boyunca goriilen olasiliklar1 ¢arpabiliriz.

Boylece, asagidaki agac diyagrami yapilabilir.

Sekil 2.3:

24 N 24
110 110
24
55

bulunur.

NOT: ikinci dal iizerinde P(W,/W;) = 7/10 yerine P(W,) = 7/10
yazilirsa, W;’in meydana geldigi asikar olarak anlgilir. Boylece diya-
gram asagidaki gibi olur.
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Sekil 2.4

Ornek 2. A ve B, P(A) = 1/3, P(B/A) = 1/4 ve P(B/A) = 4/5 olacak
sekilde iki olay olsun. Diyagram cizerek,
i. P(B/A), ii. P(AN B),
iti. P(B), iv. P(AUB)

olasiliklarim1 bulunuz.

Coziim: Agac diyagram cizer ve verilen bilgileri yerlestirirsek agagidaki

diyagram bulunur.

Sekil 2.5:
Diyagramdan, P(A) = 2/3, P(B/A) = 3/4 ve P(B/A) = 1/5

yazilir. Ciinkii dalin herbir kiimesi icin olasiliklarin toplami 1’dir. Sekil

agagidaki gibi tamamlanir.
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Sekil 2.6:
Buna gore,
i. P(B/A) = 3/4
it. P(ANB) =1/12
iii. P(B) = P(BNA)+P(BNA)=1/12+2/15=13/60
iw. PLAUB) =1— P(ANB) =1-8/15 = 7/15 bulunur.

Agac¢ Diyagraminin Ozellikleri:

1. Bir noktadan yapilan dallanmadaki olasiliklarin toplami 1’dir.

2. Herbir dallanma sonucunda bulunan olasiliklarin toplami 1’dir. Bunlar:

daha acik olarak goyle gorebiliriz:
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Sekil 2.7:
1. Ozellige gore,
pr+p2=1 p3+tps=1; ps+ps=1

ve 11. Ozellige gore,
P1—|—P2+P3+P4:1

yazilir.

2.7 Toplam Olasihik Formaiilii

Tanim 2.6 S orneklem wvzayinda By, Bs,..., By olaylar: verilsin. Eger
asagqidaki sartlar saglaniyorsa By, Bs,---, By olaylari S orneklem uzayinin

bir parcalanisidir denir:

i. Heri# j i¢in B; N B; = O,
. f_JlBi =5,

iii. Her i ig¢in P(B;) > 0 dur.

Bunu sekil olarak asaqidaki gibi gosterebiliriz:
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Sekil 2.8:
Ornegin, diizgiin bir zar atilmas: deneyi icin B; = {1}, B, = {2,4} ve B; =
{3,5,6} olaylar1, S = {1,2,3,4,5,6} érneklem uzayinin bir parcalamgidir.

A, S 6rneklem uzayinda bir olay ve By, Bs,---, B; S 6rneklem uzayinin

bir parcalanisi olsun. O halde,
A=(ANB)U(ANBy)U---U (AN By)

vazabiliriz. By, Bs, ..., Bg, S nin bir parcalanigi oldugundan (A N By), (AN
By),- -+, (AN By) olaylarmin tiimi ¢ifter ¢ifter ayriktir. Boylece, olasiligin

aksiyomatik tanimindan
P(A)=P(ANB))+P(ANDBy)+---+ P(AN By)
yazilir. Ayrica her j icin P(ANB;) = P(A/B;)P(B;) oldugu dikkate alinarak
P(A) = P(A/By)P(B,) + P(A/B3)P(By) +---+ P(A/By)P(B)
elde edilir. Buna toplam olasilik formiilii denir.

B, B, S 6rneklem uzaymin parcalanigsi oldugu ézel durumunu goz 6niine
alalim. Buna gore A = (AN B) U (AN B) olup

P(A)=P(ANnB)+ P(AN B)



41
ve buradan
P(A) = P(A/B)P(B) + P(A/B)P(B)
elde edilir.

Ornek 2.8 Dirt kavanoz ile 16 siyah ve 15 beyaz bilye veriliyor. Bu ka-
vanozlarin tkisinde 3 siyah, 4 beyaz bilye; bir tanesinde 9 siyah, 5 beyaz
bilye; bir tanesinde de 1 siyah, 6 beyaz bilye vardir. Kavanozlarin herhangi
biri rastgele seciliyor ve icinden bir bilye rastgele cekiliyor. Cekilen bilyenin

styah olmast olasiliging bulunuz.

Cozim 2.8 Kavanozlarla ilgili olaylar, sirasiyla By, By, Bs wve Bs ile

gosterelim. Boylece,

By = By = {Kavanozda 3 siyah, 4 beyaz bilye olmasi},
By = {Kavanozda 9 siyah, 5 beyaz bilye olmasi},
Bs = {Kavanozda 1 siyah, 6 beyaz bilye olmasi}

ve A = {Siyah bilye cekme} olaylart olsun.  Ayni bilye By, Bs, Bj

kimelerinde olmayacagindan By, By, By olaylary ayriktir. Dolayisiyla.
A = (ANnB)U(ANBy) U (AN Bsy)
oldugundan,
P(A) = P(A/B))P(B;)+ P(A/By)P(Bs) + P(A/Bs)P(Bj3)

yazabiliriz. Simdi bu formildeki degerleri bulmaya calisalim:
P(A/B) = 2. P(A/B) =1 P(A/By)=1
1 - 7; 2) — 147 3) — 7

ve

e = Q)+ () () () () - Evauns
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olarak hesaplanar.

Sekil 2.9:

Ornek 2.9 Yarin havann gunesli olma olasilige % diir. Canan’in tenis oy-

v . . 4 . . 2 . .
nama olasihgr hava ginesli olursa =, ginesli olmazsa ¢ dir. Buna gore yarin

Canan’in tenis oynama olasiliginy bulunuz.

Coziim 2.9 “Yarin Canan’in tenis oynamasit” olayint A ve “yarin havanin
gunesli olmast” olayiny da B ile gosterelim. Bu durumda “yarin havanin

glinesli olmamasi” olayr B olur. Buna gére

P(B)Z%, P(B):; P(A/B):%, p(A/B):§

dir. O halde,

P(A) = P(A/B)P(B)+ P(A/B)P(B)

- (666

olur.
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2.8 Bayes Formili

Hatirlanacag gibi,

P(ANB)
P(B)

P(BN A)

P(A/B) = PO

P(B/A) =

formiillerini daha 6nce gordiik. Bu formiilleri kullanarak,

P(A/B)P(B)

P(B/A) = =5

yazilir. Simdi bu formiilii genellestirecegiz.

Teorem 2.5 By, Bs, ..., B, ayrik olaylar ve S = By UByU...UB, ve A,
S de keyfi bir olay olsun. Bu durumda:
P(A/B;)P(B;)

(A/BP(B) + P(A/B)P(Ba) + -+ PLAJB)P(B,)’ ‘= 12-n

P(Bi/4) = -

dar.

ispat 2.5 Toplam olasilik formulinden,

P(A) = P(A/B))P(B)) + P(A/By)P(By) + -+ P(A/B,)P(B,)

yazilir. Diger yandan,

P /) = TR
dir. Boylece, 1 = 1,2,...n i¢in,
P(A/B;)P(By)

P(B;/A) = P(A/By)P(By) + P(A/By)P(Bs) +---+ P(A/B,)P(B,)

elde edilir.
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Sekil 2.10

Ornek 2.10 Ayse, Burcu ve Candan bir fabrikada biskivit paketleme isinde
calwgryor.  Onlara ayrilan biskivit yiginanin %55 %ini Ayse, %30 unu Burcu
ve %15%ni de Candan paketliyor. Ayse, Burcu ve Candan’in bir paketteki
bisktivitlers kirma olasiligr siraswyla 0.7, 0.2 ve 0.1 dir. Kontrol sirasinda kirik
biskivit bulunan bir paket bulunuyor. Bunun Ayse tarafindan paketlenmis

olmasi olasiligr nedir?

Coziim 2.10 A={Ayse tarafindan paketlendi}, B={Burcu tarafindan
paketlendi}, C={Candan tarafindan paketlendi} ve D={ Pakette kirik biskivit

var} diyelim. Buna gire,

P(A) =055, P(B)=03, P(C)=0.1

ve

P(D/A)=0.7, P(D/B)=02, P(D/C)=0.1

dir. P(A/D) yi bulmak istiyoruz. Bayes formiline gére
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P(A/D) = %

yazilir. P(D), D nin toplam olasiligadir. Bu aga¢ diyagramindan kolayca
bulunur.

Sekil 2.11

Sekili de gozoniine alarak,

P(D) = P(DJA)P(A)+ P(D/B)P(B)+ P(D/C)P(C)
= (0.7)(0.55) + (0.2)(0.3) + (0.1)(0.15)
= 0.46

ve

P(D/A)P(A) = (0.7)(0.55)

dir. Boylece,

(0.7)(0.55)

P(A/D) = = 0.837

olur.
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Ornek 2.11 Onimiizde 1,2,3 numaraly 3 tane torba ve bu torbalarda beyaz

ve kirmazi toplar soyle dagilmas olsun:

. 1 beyaz 3 kirmazi top,
1. 2 beyaz 2 kirmazi top,

1t. 3 beyaz 1 kirmaz top.

Rastgele bir torba seciliyor ve sec¢ilmis olan torbadan da bir top cekiliyor.
Eger ¢ikan top beyaz ise, bu topun 1 numarals torbadan c¢ekilmis olmasi

olasiligr nedir?

Coziim 2.11 A = {Beyaz top ¢ekilmesi}; By, 1 numarali torbadan; Bs, 2
numaraly torbadan; Bs, & numarali torbadan ¢ekilmesi olaylar: olsun. Bizden

istenen P(By/A) saypsidir. Halirlanacagn gibi,

_P(BinA) _ P(B)P(A/B)
PO =T T P

dir. S orneklem uzayina torbalarla 3 ayrik sinafa ayirdik ve bir A olay verdik.

Dolaysiyla
P(A) = P(BiNA)+P(BynA)+ P(BsnA)
= P(A/B1)P(Bi) + P(A/By)P(Bs) + P(A/B;)P(B;3)

dir. Burada P(By) = P(By) = P(B3) = 5 ve P(A/By) = 1, P(A/B,) = 2,
P(A/B3) =2 olup

4

1\ /1 1\ /2 1\ /3 1
P(A) = (=]~ (= —]{=)===0.
@ = (556 GG E) -z
bulunur. Bunlari formilde yerine yazarsak

p(s ) — U0 1

1/2 6
elde edilir. P(Bs/A) = 1 ve P(B3/A) = 5 oldugunu siz gisteriniz.

Bayes Formiilii esas itibariyle sonug bilindiginde sebeblerden bir tanesinin

bunu saglamig olmasi olasiligini bulmamiza yarar.
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2.9 (Cozilmis Problemler

1. Iki zarm bir kez atildiginda st yiizdeki sayilarin toplaminin 7 veya 10

olmasi olasiligi nedir?

Coziim: Iki zar deneyi icin 6rneklem uzay: soyledir:

SO s W N

Toplamin 7 olmasi olay1 A, toplamin 10 olmasi olay1 B olsun. Buna
gore

A ={(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}
ve

B = {(4,6),(5,5),(6,4)}

dir. Ayrica AN B = 0 oldugundan 2.2 Teoreme gore,
6 3 9 1

P(AUB) = P(A)+ P(B) = o+ — = == =

bulunur.

2. 52 karthk standart bir desteden rastgele bir kart ¢ekildiginde, bu kartin
birli veya karo olmasi olasiligi nedir?

Coziim: Karo cekilmesi olay1 A, birli ¢ekilmesi olay1 B olsun. Bu 6rneklem
uzayda 52 nokta bulundugundan ve

P(A) = ;—;, P(B):;i2 ve AF‘IB:{Karobirli}:>P(Ar‘|B):5i2

oldugundan, 2.2. Teoreme gore,

13 4 1 16 4
P(AUB) = P(A)+P(B)-PANB) = =+ — - == ==

bulunur.
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3. Bir para ii¢ kez atilsin. En az bir kez tura gelmesi olasiligin1 bulunuz?

Coziim 1: En az bir kez tura gelmesi olay1 A olsun. Bu deney i¢in 6rneklem
uzay

S ={TTT,YTT,TYT,TTY,YYT,YTY,TYY,YYY}

kiimesidir. n(A) = 7 oldugundan istenen olasilik

7
P(A) = ¢ = 0.875

olur.

Coziim 2: P(A) + P(A) = 1 oldugundan, A olaym diigiindiigiimiiz gibi,
A olayinin tiimleyenini de diigiinebiliriz. A yalniz bir noktaya sahiptir.
Buna gore,

elde edilir.

4. 52 kart arasindan 1 kart cekiliyor ve agagidaki olaylar tanimlaniyor.

A = Cekilen kart kupa papazidir.
B = (ekilen kart kupadir.
C = (Cekilen kart maca as1 veya kupadir.

D = (Cekilen kart maga veya kupadir.
Bu bilgilere gore,

i. AU B ve AU C olaylar olasiliklarini,
1. BUC ve B U D olaylar olasiliklarini,

iit. AU D ve C'U D olaylari olasiliklarini hesaplayiniz.

Coziim: Once problemde belirtilen olaylarin olasiliklarini  eleman
sayilarindan hareketle yazalim:

P4) = 1 P(B):13 1 13 14

13 13 26
52’

o PO =xtn=5 D=g+5=5%

olur. Aranilan olasiliklar:
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i. PAUB) =g+ 5 — 5 =5 PAUC) =5+ 45— 5 =5
ii. PBUC) =@+ 5 -8 =14 P(BUD)=3+5 -85 =25=

1 26 1 26 . _ 14 26 14 _ 26 __

bulunur.
5. “en az” durumu ihtiva eden problemler:

i. Dlizgiin 5 zar atiliyor. En az birinin 6 gelme olasiligin1 bulunuz.

2. Diizglin n zar atiliyor. En az birinin 6 gelme olasiligini bulunuz.

11 Kagtane diizgiin zar atilmalidir ki en az birinin 6 gelme olasiligl
en az 0.99 olsun.

Cozim: Verilen degerlere gore ¢oziim asagidaki sekilde elde edilir.

i. Bir atigta P(6) = ¢ ve P(6) = 2 dir. 5 zar atildiginda,

P(En az biri 6) = 1 — P(hig biri 6 degil)

— 1— P(66666)
5
- 1- (3
6
= 0.598

olur.

1i. n zar atildiginda,

P(En az biri 6) = 1— (g)

olur.

iii. Oyle bir n anyoruz ki

veya

5 5
—) <0.01
(5) =

olur. Her iki yanin logaritmasini alirsak

(n)log (g) < log(0.01)
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6.

ve buradan
log(0.01)
Nz ——s—
log (%)

bulunur. Boylece n en az 26 olmas: gerekir.

== n > 253

4 tanesi bozuk olan 12 nesneden 2 tanesi rasgele cekiliyor. A =
{2 nesne de bozuktur} ve B = {2 nesne saglamdir} olduguna gore
P(A) ve P(B) olasiliklarin1 bulunuz. C' = {En az 1 nesne bozuktur}
oldugunda P(C') olasiligini bulunuz.

Coziim: Once S orneklem uzayinin eleman sayisini bulalim. 12 nesne-

den 2 nesnenin c¢ekilmesi olan S, 5 | = 66 nesneden olusabilir. A

kiimesinin eleman sayisi ise, 4 bozuk nesneden 2 nesnenin c¢ekilmesi
4

olan <2> = 6 olur. B kiimesinin eleman sayisi da 8 bozuk olmayan

nesneden 2 bozuk olmayan nesnenin ¢ekilmesi olan (8 ¢r2) = 28 dir.
Buna gore,

olarak bulunur.
C, B kiimesinin tiimleyenidir. Dolayisiyla S = C' U B olur. Buradan

P(S)=P(C) + P(B) = P(C) =1~ P(B)=1- 2 =1, =

elde edilir.

7. 6 istatikci ve 5 biyologdan 7 kisilik bir komisyon secilecektir.

1. Komisyonda 4 istatistikgi,

7. Komisyonda en az 4 istatistk¢i bulunmasi olasiligi nedir?

Coziim: Istenen olasiliklar:

I

()
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o WG E)E) GG e

U

8. Bir otobiis kazasinda arabadaki 20 yolcudan 4’i yaralanmistir. Otobiiste

olur.

4 tenis oyuncusu oldugu bilinmektedir.Yaralilarin tenis oyunculari ol-

mas1 olasiligl nedir?

Coziim: Yaralilarin tenis oyuncular: olmalar: olasilig:

HEG

9. Bir kavanozda 1 den 8’e kadar numaralanmis 8 top vardir. 4 top (yerine

)
P = 1 L ! = 0.0002063

dir.

koymaksizin) aym anda g¢ekiliyor. Cekilen en kiiciik sayinin 2 olmasi

olasiigi nedir?

Coziim: 1 olmayacagina ve 2 de kesinlikle olacagina gore 6 top arasindan

3 tane cekilecektir. Buna gore,

bulunur.

10. Oyuncularin toplam sayisini azaltmak amaciyla, 2n takim iki esit gruba

ayriliyor. En kuvvetli iki takimin ,

1. Farkl gruplarda,

ii. Aymi grupta bulunmalar olasiligi nedir?
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Cozim:

1. En kuvvetli iki takimin farkli gruplarda bulunmasi olasiligi,
2\ [(2n—2
p_ 1 n—1 __n
2n 2n —1
n
5. En kuvvetli iki takimin ayni grupta bulunmasi olasiligi,

[y B

olur.

<2n> 2(2n — 1)

11. Her biri 1 lira degerinde 5 bilet, 3 lira degerinde 3 bilet, 5 lira degerinde
2 bilet arasindan rastgele 3 bilet ¢ekiliyor.

olur.

. En az ikisinin ayni fiatta,
. ﬂgﬁnﬁn toplam fiatinin 7 lira olmasi olasiligini bulunuz.
Cozim: Asagidaki olaylar: tanimlayabiliriz:

A = {En az ikisinin aym fiyatta olmasi} ise

A = {Tiimiiniin farkli fiyatta olmasi} olur. Buna gore,

olarak bulunur.
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12. Rastgele alinan 9 kigiden en az 2 kisginin ayni ayda dogmus olmasi

olasiligi nedir?

Coziim: A = {En az iki kiginin aym ayda dogmast} ise )
A = {Herhangi ikisinin ayn1 ayda dogmamasi} olur. P(A)’y1 hesapla-
mak daha kolaydir. Boylece,

12(12 — 1)(12 — 2)(12 — 3)(12 — 4)(12 — 5)(12 — 6)(12 — 7)(12 — 8)
129

P(A) =
(12)(11)(10)---(4) 12!

129 31120

bulunur. Istenen olasilik

12!
31129

P(A)=1-P(A) =1
olur.

13. Bir siirin 3 kopyast 3 sahsa, diger bir siirinde 3 kopyast diger 3 sahsa
gonderilecektir. Bu iki siirin 6 kopyast bu 6 sahsin adreslerinin yazildig:
zarflara rastgele konuyor. Siirlerin dogru adrese gonderilme olasilig
nedir?

Coziim: AAA BBB ile siirlerin kopyalarini gosterelim. Bunlarin farkh

permiitasyonlarinin sayisi,

6\ 6 50
3,3/ 313

olur.

olur.

14. Ug kogucu yarigmaktadir. Birincinin kazanma sansi ikincinin 1/3 katu,
ikincinin kazanma sansi {igiinciiniin 1/4 kati ise her birinin kazanma

sansini hesaplayiniz?
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Coziim: Yarigcilan sirasiyla A, B, C' ile gosterelim. P(A) = 1P(B),
P(B) = ;P(C) yazlabilir. Oteyandan

P(A)+ P(B)+ P(C) =1 —> %P(B) + P(B)+4P(B) = 1
3

— P(B)= 16

elde edilir. Bundan yararlanarak P(4) = = ve P(C') = £ = 3 bu-

lunur.

15. A, B ve C' ayni olasilik uzayinda tanimlanmig olaylar olsun. Agagidaki
bilgiler verilmektedir: A ve B bagimsiz, A ve C' bagimsiz,

1 4 1 1
Bu bilgileri kullanarak,

i. P(A), P(B) ve P(C) degerlerini bulunuz.

1i. B ve C' olaylarinin bagimsiz olup olmadigini belirtiniz.

Coziim

pc/B) =" (]f(g)c) P(BNC) = P(B)P(C/B)
— =P(B); = P(B)=
1 1 2
P(ANB) = PAP(B) = 1 = P(A); = P(4) =
P(AUC) = P(A)+P(C)—P(ANC)
_ P(4)+ P(C) — P(A)P(C)
= P(A)+ P(C)[1 - P(A)]
4 2 2
5 = 5+P(0)[1—g]
_ g - P(C’)g P(C) = ;

elde edilir.
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it. B ve C olaylarimin bagimsiz olmas: i¢in P(BN C) = P(B)P(C)

olmasi gereklidir. Oysa
1 1\ /2 1
P(BNC) = = +# P(B)P(C) = (-) (-) _
6 2/ \3
bulunur. Dolayisiyla B ve C olaylar1 bagimhdir.

16. Bir zar atiliyor. Gelen yiiziin tek say1 oldugu bilindigine gére bu sayinin

5 olma olasiligini hesaplayiniz.

Coziim: Tek say1 gelme olay1 By ve 5 gelmesi olayida By olsun. B
bilindigine gore bunun By olmasi olasilig
P(BiNBy) (1/6) 1

PB/B) = “pEy ~ () 3

olur veya olaylarin eleman sayisini hesaplayarak da

P(By/B)) = %:%

oldugu goriilebilir.

17. Birinde ti¢ kirmiz1 ve iki beyaz, digerinde iki kirmiz1 ve beg beyaz bilye
bulunan iki kutudan rastgele, once bir kutu sonrada bu kutudan bir
bilye secilip ikinci kutuya konulduktan sonra ikinci kutudan rastgele
yeni bir bilye segilse; birinci ve ikinci kutudan secilen iki bilyeninde

ayni renkte(KK veya BB) olma olasiligin1 bulunuz.
Cozim: Su dort hali incelememiz gerekir.
t. Birinci kutu secildiginde ¢ekilen bilyenin kirmizi olmasi ve ikinci

kutuya konduktan sonra ikinci kutudan kirmizi bilye ¢ekilmesi,

2. Birinci kutu segildiginde ¢ekilen bilyenin beyaz olmasi ve ikinci

kutuya konduktan sonra ikinci kutudan beyaz bilye ¢ekilmesi,

#i. Tkinci kutu secildiginde ¢ekilen bilyenin kirmizi olmasi ve birinci

kutuya konduktan sonra birinci kutudan kirmiz bilye ¢ekilmesi,

iv. Tkinci kutu secildiginde c¢ekilen bilyenin beyaz olmasi ve birinci

kutuya konduktan sonra birinci kutudan beyaz bilye c¢ekilmesi,
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Bu olaylan swrasiyla L;, L;;, L;; ve L;, ile kirmiz1 bilye cekilmesini
K, beyaz bilye ¢ekilmesini B, birinci kutuyu Ay, ikinci kutuyu A, ile

gosterelim. Boylece,
P(L;) = P(A)P(K/A)P(K/KnNA) :<
P(L;) = P(A)P(B/A)P(B/BN A) :<
P(Li) = PMﬂPM%%)GWKmA2:<%><>
i = rasmmnsmwnas-(3)0) () -

olarak hesaplanir. Dolayisiyla

P(L; veya Ly; veya Lyj; veya Lyy) = P(L;) + P(Ly) + P(Liii) + P(Liy)

B 9+12+8+15_901
80 80 84 84 1680

olur.
NOT: Yukaridaki problemde P(K/KNA;) ile “1. kutudan kirmiz ¢ekildigi
bilindigine gore ikinci kutudan kirmizi cekme olasiligi” anlasilacaktir.

Benzer olarak P(B/B N A,) ile de “2. kutudan beyaz c¢ekildigi

bilindigine gore birinci kutudan beyaz ¢ekme olasiligi” anlagilacaktir.

18. Eger A ve B iki bagimsiz olay ise A ve B (A nin tiimleyeni ve B nin

tiimleyeni) olaylarininda bagimsiz olacaklarini gosteriniz.

Coziim: A ve B bagimsiz iki olay ise P(ANB) = P(A)P(B) olur. Buradan

P(AnB) = P(A0B) — P(AUB) = 1—[P(A) + P(B) — P(An B)]
= 1- P(A) - P(B) + P(A)P(B)
= 1-P(4) - P(B)[L - P(4)]

= [L—-P(A))[l - P(B)] = P(A)P(B)
elde edilir.

19. Tki kavanozdan birincisinde 4 siyah ve 6 kirmiz1 top, ikincisinde 3 siyah
ve 2 kirmizi top vardir. Rastgele bir kavanoz secer ve secilen kavanozdan

yine rastgele bir top secilirse:

i. Siyah bir top cekilmig olmasi,
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2. Siyah topun c¢ekildigi bilindiginde birinci kavanozun secilmis olmasi
olasilig1 nedir?

Coziim: B; = {I. kavanozun ¢ekilmesi}, B, = {II. kavanozun cekilmesi},
A = {Siyah topun ¢ekilmesi} olarak tanimlansin.

i. P(Siyah) = P(I. kavanoz ve siyah) + P(II. kavanoz ve siyah)

P(A)=P(BiNA)+P(BsnA) = P(A/B)P(By) + P(A/Bs)P(Bs)
- (3) (%)) () -
bulunur.

ii. P(By/A) = Hoal = PEQB) — J — L elde edilir.

Sekil 2.12:

20. Arkadasimiz ziyaret etmek iizere A, B ve C illerinden birini secti. A
ilinde yagmur yagmas olasihigi 1/2, B ilinde 1/4 ve C ilinde 1/6 idi.
Seyahatten dondiigiinde arabasi camurlu olduguna gore C' ilini ziyaret
etmis olmasi olasiligini bulunuz.

Cozim: A, A iline gitmesi olay1; Ay, B iline gitmesi olayi; ve As, C' iline
gitmesi olay1 olsun. P(A;) = P(Ay) = P(A3) = 1/3 olacag: agiktir. K
havanin yagmurlu olmasi olay ise

1 1 1
P(R/A) =3, P(K/A) =7, P(K/A) = ¢
olur. Bayes formiiliinii kullanirsak,

_ P(A3)P(K/As
PUA/E) = B PR /A) + PAy) PR Ay) T P(A3) P(K/A3)
) (1/3)(1/6) 2
(1/3)(1/3) + (1/3)(1/4) + (1/3)(1/6) 9
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sonucu bulunur.

2.10 Problemler

. Bir torbada 4 beyaz, 6 siyah ve 2 kirmiz1 bilye bulunmaktadir. Gelisi

glizel gekilen bir bilyenin beyaz olma olasiligi nedir.

. Bir kutuda 6 kirmizi, 4 yesil, 3 beyaz top vardir. Cekilen ii¢ toptan 2

tanesi kirmizi ve bir tanesinin yesil olma olasiligi nedir.

. 52 lik bir desteden gelisigiizel secilen 8 kagitin 3 tanesi sinek, 3 tanesinin

maca olmasi ihtimali nedir.

. 4 ciltlik bir kitap geligigiizel diziliyor. Bunlarin dogru sira icinde ol-

malar1 ihtimali nedir.

. Bir hayvanat bahgesinde bulunan 10 kediden 3 tanesinin gozleri ma-

vidir. rastgele secilen 2 kedinin:
¢. ikisinin de mavi gozli olmasi,
12. Hicbirinin mavi gozlii olmamasi,

14¢. En az birinin mavi gozlii olmasi olasiliklarini bulunuz.

. 92 adet kart 1 den 52 ye kadar numaralaniyor ve karigtirildiktan sonra

masaya konuyor. Destedeki ilk ii¢ kagitin kiigiikten biiyiige dogru bir

sirada olmasi olasiligi nedir.

. Dért ayrik olaydan meydana gelen S = {A, B,C, D} 6rneklem uzay1

verildiginde, agagidaki hangi fonksiyon S Orneklem uzay1 iizerinde

olasilik fonksiyonu tanimlar?

i F(A) =}, F(B) = §, F(C) =}, F(D) = },
ii. H(A) =3, H(B) =1, H(C) = 3, H(D) =

. 92’lik bir kagit destesinden yerine koymaksizin 3 kart gekiliyor. Bu {ig

kartinda as olmasi olasilig1 nedir?
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1,2,3,4,5 rakamlariyla tekrar etmeksizin yazilabilen 5 rakamli bir
sayinin
1. Tek sayi,

2. 5 ile boliinebilir bir say1 olmasi olasiligi nedir?
S orneklem uzayinda bir F' olay1 P(F') > 0 olasiligina sahip olsun.

i. P(A/F) =1,

it. FC Eise P(E/F)=1

iii. FF C Eise P(F/E) = P(F)/P(E) oldugunu gosteriniz?
Evli bir ¢ift iki ¢cocuk sahibi olmay1 iimit ediyorlar. Cocugun kiz olmasi
olasiliginin 1/2 oldugunu kabul edelim,

i Tk cocugun kiz olmasi,

2. Her ikisinde ayni cinsiyetten olmasi,

141, Cocuklarin farklh cinsiyetten olmalari,

1. Cocuklarin ikisinin de oglan olmasi olasiligl nedir?
Bir alarm sisteminin tehlikeli oldugu zaman caligmas1 olasiligi 0.98;

tehlike olmadiginda alarm vermemesi olasiligi 0.99 ve tehlike olmasi
olasiligi 0.001 dir.

. Sistem alarm verdigine gore, tehlike nedeniyle caligmig olmasi
olasiligi nedir?
1. Tehlike olmasi ve sistemin alarm vermemesi olasiligi nedir?

E, S orneklem uzayinda herhangi bir olay ise £ ve S nin bagimsiz

oldugunu gosteriniz. E ve () bagimsiz olabilir m?

A ve B, S 6rneklem uzayinda iki olay ve P(A) =a, P(B) = b ise
b—1
P(a/B) > L

oldugunu gosteriniz.
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15.

16.

17.

1 ile 30 arasinda dogal sayilardan olusan bir kiime var. Bu kiimeden

herhangi bir say1 seciliyor. Bu sayinin 5 ile boliinebilme olasiligi nedir.

Televizyondaki bir cekiligte, bir biiyiik kiire i¢inde iizerinde, 0, 1, 2,
3, 4,5, 6, 7, 8 9 rakamlarindan biri yazili olan 10 tane top vardir.
Makine caligtigl zaman bu toplar karigir ve bir tanesi diiger. Bu diigen
top lizerinde yazili olan sayinin;

1. 5 ten kiiciik olmasi olasiligi,

2. 3 ten kiiciik olmasi olasilig,

121. 6 dan biiyiik olmasi olasiligi,

w. Cift say1 olmasi olasiligi nedir.
Ekrem ve Murat adlarinda iki avcr bir tavsan avliyorlar. Ekrem’in

tavsani vurma olasihg 3/4, Murat’in ise 4/5 dir. Tavganin vurulmasi

olasiligini bulunuz.



Chapter 3

RASTLANTI
DEGISKENLERI

3.1 Rastlanti1 Degisken Kavrami

Bazi denemelerin 6rneklem uzayinin elemanlari sayilardir. (")rnegin bir zarin
atilmasiyla ilgili 6rneklem uzay S = {1,2,3,4,5,6} dir. Baz1 6rneklem uzay-
larda ise elemanlar saysal olarak degerlendirilemez. Ornegin bir paranm iki
kez atilmasi ile ilgili 6rneklem uzay S = {YY, TT,YT,TY } dir. Bu béliimde

orneklem uzayinin her noktasina bir reel say1 karsilik getirecegiz.

Tanim 3.1 Bir deneyin S orneklem uzay: uzerinde tanimly reel degerli X

fonksiyonuna rastlanty degiskent denir.

Ornek 3.1 Bir paramin tki kez atilmast deneyini disiunelim. Bunun igin bir

rastlant, degiskeni bulunuz.

Cozim 3.1 Bu deneyin orneklem uzay:
S={YY, TT,YT, TY}
seklindedir. X rastlanty degiskeni “turalarin sayisini” gostermek tzere

X(YY)=0, X(TT)=2, X(YT)=1, X(TY) =1

61
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olur. Boylece X rastlanty degiskeninin mumkin degerler: 0, 1 ve 2 dir.

Ornek 3.2 Tura gelinceye kadar bir paranin atilmast olayint goézonune
alalim. X rastlanty degiskens ilk tura gelinceye kadar yapilan atislarin sayist

olduguna gore bu rastlant: degiskeninin alacagr degerleri belirtiniz.

Cozim 3.2
2em  Atis sayist
T 1
Yr 2
Yyr 3

olur. Goriuldigi gibi mimkin sonuclarin sayist sonlu degildir. Bununla be-
raber butun mumkin sonuclarin cumlesini numaralayabiliriz. Buradaki X

rastlanty degiskeni 1, 2, 3, ... sayilabilir sonsuz deger alir.

3.2 Kesikli Rastlanti Degiskeninin Olasilik

Fonksiyonu ve Dagilimi

Tanim 3.2 X bir rastlantt degiskeni olsun. X degiskeninin mimkun
degerlerinin sayist sonlu veya sayilabilir sonsuz ise X rastlanty degiskenine

kesikli rastlant: degiskeni denir.

Kesikli bir rastlant1 degiskeninin olasilik fonksiyonu, miimkiin degerlerin,
karsilik gelen olasiliklarla birlikte belirtilmesidir. Rastlanti degiskenleri

biiyiik harflerle ve belirtilen degerlerinide kiiciik harflerle gosterecegiz.

Tanim 3.3 X sayilabilir sayidaki xq,xs,..., degerlerini alan rastlant:

degiskent ve bunlara karsilik gelen olasiliklar
flz;)) =P(X =u1;),i=1,2,...,

olsun. Ayrica asaqidaki sartlar saglanirsa, f(z) fonksiyonuna X ’in olasilik

fonksiyonu denir:
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i. Butin x degerleri icin f(x) > 0,

i Y2, fe) =1

O halde X rastlant1 degiskeninin olasilik fonksiyonu asagidaki gibi yazilir:

Ornek 3.3 Bir paramin ki kez atilmast deneyini disunelim. X rastlant:
degiskent, bulunan turalarin sayist olmak tzere X in olasilik fonksiyonunu

bulunuz.

Cozum 3.3 Bu deney icin orneklem uzay
S={YY, TT,YT, TY}

seklindedir. X degiskeninin mumkun degerleri 0,1 ve 2 olur. X "in x degerini

alma olasilugr f(x) olsun. O halde

olur. Boylece

PN R

olur. Burada f(0)+ f(1)+ f(2) = 1 olduguna dikkat ediniz. X “in mimbkin
degerleri ve karsilik gelen olasiliklar (olasilik fonksiyonu) asagidaki tabloda

gosterilmastir:

s S
Ll Ll IS

N~
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Ornek 3.4 Bir para tura gelinceye kadar atibiyor. X atislarin sayising
gosteren rastlanty degiskeni olsun. X rastlanty degiskeninin olasilik fonksiy-

onunu bulunuz.

Cozim 3.4 T ile turays, Y ile yazyr gosterelim. Bu deney i¢in mumkin

sonuclar ve karsilik gelen olasiliklar asagidadir:

1. atis T
2. atis YTr (%) (
3. ats VYT (3) (3)

N|= o=

N.ats YY...YT (5HN7! (%):(%)N
N-1

Boylece X rastlanty degiskeninin olasilik fonksiyonu

N = =

x
flx)=P(X =) |
dir. Gercgekten

i. Her x igin f(x) > 0 dor-

| ﬁf(x) :xi ()

sonsuz geometrik serinin toplama

i(%)leé =1

dir.

X rastlanty degiskeninin olasilik fonksiyonu

o) = (%) r=1,2,. ..

seklinde de yazilabilir.
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X rastlant1 degigkeninin miimkiin degerlerinin birine egit olmasi olasiligi
ile ilgilendigimiz gibi esit veya kiiciik olmasi olasiligi ile de ilgilenecegiz.
Bu toplamali olasiliga X rastlant1 degiskeninin dagilim fonksiyonu denir ve

agagidaki gibi tanimlanir:

Tanim 3.4 X, f(x) olasilik fonksiyonuna sahip kesikli rastlant: degiskeni ve
Fo)=P(X <2)= Y f(x)
z; <z

olsun. F(z)’e X rastlanty degiskeninin dagilim fonksiyonu denir.

Ornek 3.5 Diizgun bir zar bir kez atiliyor. Uste gelen yizdeki noktalarin

olasilik ve dagilim fonksiyonunu bulunuz. Bu fonksiyonlarin grafiklerini

CLZINiz.

Coziim 3.5 Bu deney i¢in drneklem uzay S = {1,2,3,4,5,6} seklindedir.
1

Orneklem uzayda 6 nokta var ve her biri 5 olasihikla elde edilir. O halde

olasilik fonksiyonu

X =2z 123 456
J@=PX=2) |5 & § 5 5 3
Fa)=P(X<2) |z 3 § § 3 &

olur.

Sekil 3.1:
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Uygulamalarda, X in deger aldigi @ < x < b uygun arahg i¢in P(a <
X < b) olasiliklar ile ilgilenilir. Bu olasilik

Pla< X <b) = F(b) - F(a)

dir. Gercekten

olup ilk ve son terimden

gozoniine alinarak

P(X < b)
P(X <a)+Pla< X <b)
F(a) + Pla< X <)

Pla<X <b)= > f(z)

a<z; <b

yazilir (burada < ve < igaretlerine dikkat ediniz).

istenen egitlik elde edilir. Dagilim fonksiyonu da

Ornek 3.6 Diizgiin ki zarn atilmas: deneyinde, X rastlant: degiskeni elde

edilen saylarin toplama olmak tizere toplamain enaz 4 ve en ¢ok 8 olma olasilige

nedir.

Coziim 3.6 Bu X degiskeninin olasilik ve dagilim fonksiyonu asagida
gosterilmistir.
X=x 2 38 4 5 6 7 8 9 10 11 12
J@)=P(X=2) |5 % 3 3% 3% 3% 3 3 3 3 3
Buna gore
26 3 23
PB<X<8)=FQ08)—-—F3)=——-—=—-—=0.63888
( <8)=F(8) - FB) =~ 5:= 34

olur.
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3.3 Sirekli Rastlanti Degiskeninin Olasilik

Fonksiyonu ve Dagilimi

Tanim 3.5 X rastlanty degisken olsun. X degiskeninin mumkun degerleri
bir aralik veya araliklarin bir kolleksiyonu ise X degiskenine surekli rastlant:
degiskent denir.

Tanim 3.6 X, (—oo,00) araliginda tanwmlanan sirekli rastlants degisken
olsun. Eger asaqidaki sartlar saglanwyorsa f(x) fonksiyonuna X rastlants

degiskeninin olasilik yogqunluk fonksiyonu denir:

i. —00 < x < oo igin f(z) >0,
ii. f(x) egrisi altinda kalan ve x-ekseni ile sinirlanan alan 1 ’e egittir. Yani,

/O:of(x)dx =1

dir.

Tanim 3.7 X, f(z) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip sirekli rastlant:
degiskeni ve

F@y;mxgxy:/”ﬂ@@

—00

olsun. F(x)’e X rastlanty deiskeninin dagilim fonksiyonu dnir.

Tanimdaki F(x) = [* f(s)ds esitliginden tiirev alinirsa,

oldugu goriiliir.

Ayrica f(x), olasilik yogunluk fonksiyonu ise X siirekli rastlanti
degigkeninin @ ve b (—o0o0 < a < b < oo) arasinda bulunmasi olasiligi
P(a < X < b) ile gosterilir. Bu olasihk f(z) egrisi, x-ekseni ve z = a,
x = b dogrulari ile sinirlanan alana esittir, yani

b
Pm<X<M:/f@$:F@—F@

a
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dir. X siirekli rastlant1 degigkeni icin a < X < b, a < X < b, a < X <
b, a < X < b araliklarina karsilik gelen olasilik aynidir. Bu durumun kesikli

rastlant1 degiskenleri icin ayn1 olmadigina dikkat ediniz.

Ornek 3.7 flz) = 1,0 < = < 1 olasilik yogunluk fonksiyonu verilsin.
Asaqdaki olasihiklary bulunuz.

i. P(0.25 < X < 0.75)

ii. P(X > 0.25)

Coziim 3.7 f(zr) = 1, 0 < = < 1 fonksiyonunun grafigi Sekilde 3.2 de
cizilmistir. © = 0, x = 1 dogrular ve f(z) = 1 dogrusu ve x-ekseni

tarafindan sinirlanan bolgenin alaniy 1 dir. Béylece

0.75

i. P(0.25 < X <0.75) = [0 do = x|

alandar.

= 0.75 — 0.25 = 0.50 olup taral

0.25

ii. P(X >0.25) = [l.de=z| =1-025=0.75 olur.

0.25

Sekil 3.2:

Ornek 3.8 Belli bir tipteki elektrik ampullerinin dayanma siresi (saat
olarak) X olsun. X i sirekli bir rastlant, degiskeni olarak kabul edelim.

X degiskeninin olasihik yogunluk fonksiyonu

(@) =, 1500 <z < 2500
) =
0 , z < 1500vex > 2500
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1se a sabitinin degerini bulunuz.

Coziim 3.8 Problemde x < 1500 ve x > 2500 i¢in f(x) = 0 olarak veriliyor.

f(z) olasilik yogunluk fonksiyonu oldugundan a sabitini hesaplamak i¢in

/oo f(x)dx:/%oo L dr =1

o0 1500 3

esitligi kullanilir. Buradan

1 /2500 ad a |2500 a . a
fd —dr = ——— —
1500 X3 Qq;2 11500 2(2500)% © 2(1500)2

olup a = 7031 250 olarak bulunur.

Teorem 3.1 F(x), X ’in dagilim fonksiyonu ise asaqidaki sartlar saglanar:

i. F azalmayan bir fonksiyon yani, x <y ise F(x) < F(y) dir.
ii. lim,, o F(x) = 0 ve lim,_,o F(z) = 1 dir (Bu genellikle F(—oc) =
0, F(c0) =1 olarak yazilur.

Ispat 3.1 i. A ve B olaylarims A = {X < z}, B = {X < y} olarak
tanmvmlayalim. = < y oldugundan A C B yazlir. Teorem 2.2 'un
sonucundan dolayr P(A) < P(B) dir. Buradan

P(A) = P(X <z)=F(x)
P(B) = P(X <y)=F(y)

oldugundan F(z) < F(y) yazilr.

ii. F(x) = ["_ f(s)ds oldugunu biliyoruz. Béylece

T T

Jim P) =t [ ey = tim [ f(oyds =0
olur. Diger yandan
lim F(z) = lim 700]0(8)(18 = [mf(s)ds =1

oldugu f(s) 'nin olasilik yogunluk fonksiyonu olmasindan yaziler.
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Ornek 3.9 X rastlants degiskeninin olasilik yogqunluk fonksiyonu

0.75(1 —2%) ,—-1<z<1
f(z) = ( ) L
0 ,x in diger degerleri

olsun.

. Dagilim fonksiyonunu,
) olasiligina,
< X < 2) olasiligina,

. P(X <) olacak sekilde x’i
bulunuz.

Coziim 3.9 i. F(x) = P(X < z) oldugunu biliyoruz. Buna géire,
a. v < —1 i¢in

F(:z:):/x f(s)ds:/_xoo()ds:()

— 00

olur.
b. =1 <z <1 icin
F(z) = / f(s)ds = / 0.75(1 — 82)d8 = 0.5+ 0.75z — 0.252°
—00 -1

olur.

c. x> 1 igin durumu inceleyelim. P(X > x) i¢in F(z) tanwme uygulayarak

dogrudan bulamayrz. Onun icin, Teorem 3.1 e gore x > 1 oldugundan
Flz)=P(X<z)>F(1)=1
ve diger yandan P(X < z) olasilik oldugundan
Fz)=P(X <z)<1

yazlir. Bu iki egitsizlikten F(x) = 1 bulunur. O halde,

0 , < —1
F(z) =4 0.75 [{(1 — s*)ds = 0.5+ 0.752 — 0.2523 |, —1<z <1
1 , z>1

istenen dagilim fonksiyonudur.
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1. Teorem 3.1 e gore

bulunur.

1. Teorem 3.1 e gore,

olur.

0.
P(X < )= F(r) = 0.5+ 0.752 — 0.252> = 0.95

ve buradan,
3r—2° =18

olur. Bu denklemin bir cozimu x = 0.73 dur.

3.4 Bir Rastlant1 Degiskeninin Beklenen
Degeri

Tanim 3.8 X asaqidaki olasilik fonksiyonuna sahip kesikli bir rastlant:

degiskent olsun.

‘ l‘l :UZ .. l‘N

fle)=P(X =) | f(z1) flz2) -~ flaw)

X degiskeninin E(X) ile gdsterilen beklenen degeri asagidaki gibi tanimlanar:

E(X) =z f(21) + 2of(22) + - +onf(2n) foxz

X rastlant1 degiskeni sayilabilir sonsuzluktaki x|, zo, ..., N, ... degelerini

aliyorsa

E(X)=z.f(z1) + zof (2) + -+ an f(zN) —foxz
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olur.

Bu E(X), X ’in miimkiin degerlerinin ortalamasidir. Beklenen degeri
veya ortalamayr pu ille gosterecegiz. X,Y,... gibi birden fazla rastlant
degiskenleri ile ¢caligirken karigiklik olmamasi igin pn, = E(X), u, = E(Y), ...
yazacagiz. Eger rastlant1 degiskeni bir tane ise karigiklik sézkonusu olmaya-

cagindan F(X) = p, = p yazacagiz.

Ornek 3.10 Diizgiin bir zar atildiginda uste gelen noktalarin beklenen degeri

nedir?

Cozim 3.10 Zarn tste gelen noktalarin saypsine X ile gosterelim. X
degiskeninin mimkin degerleri 1, 2, 3, 4, 5, 6 dir. Bunlarin her birinin

elde edilme olasilign % dir. O halde beklenen deger

w10 =1 (3) 2 (2) +5(2) 4 3) () () <o

olur.

Ornek 3.11 I¢inde 3 beyaz ve 2 siyah top bulunan bir kavanozdan cekileni
yerine koyma sarts ile iki top ¢ekilmistir. Cekilen her beyaz top i¢in 100 lira
kazanilacak ve cekilen her siyah top icin 50 lira kaybedilecektir. Bu oyunda

beklenen kar nedir?

Cozum 3.11 X rastlants degiskent kazanilan liranin sayist olsun. X
in beklenen degerini bulursak problemi cozmiis olacagiz. Asagidaki tablo
ile mumkin sonuclarin orneklem uzay, karsilik gelen olasiliklar ve kar

gosterilmistir.

Sekil 3.3:
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X rastlanty degiskeninin beklenen degeri

9 6 6 4
B(X) =200 (2 R SN g0 () = :
(X) oo<25>+50<25>+50<25> oo<25> 80 lira

olarak bulunur.

Tanim 3.9 f(z), X sdrekli rastlanty degiskeninin olasilik yogunluk fonksi-

yonu olsun. X ’in beklenen degeri E(x) ile gésterilir ve

ile tantmlanar.

Ornek 3.12 X siirekli rastlants degiskeni ve

f(x):{e—w e

0 , <0

X in olasilik yogunluk fonksiyonu olsun. p = E(X) i bulunuz.

Coziim 3.12 Tanim geregince ve x < 0 i¢in f(x) =0 oldugundan

oo

p=Ex) = [

—0o0

o0
ze dx :/ ze *dx
0

dir. Bu integrali kismi integrasyon metodu ile hesaplayacagiz. Bunun icin

T

u=ux, vedv=e *dr alirsak du = dzx, ve v = —e™ " olur. Buradan

E(X) = —ze ™| +/ e "dx
0

0

bulunur. Hospital kuralinin uygulanmasi ile

) ) 1
lim ze™® = lim — =0
T—00 T—00 GI

ve boylece

bulunur.
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3.5 Beklenen Degerin Ozellikleri

Tanim 3.10 . X kesikli rastlant: degiskeni icin olasilik fonksiyonu

‘ xl l‘2 .- e xN

fl@)=P(X =x) | fz1) flz2) - flan)

olarak verilsin. g(X) fonksiyonunun beklenen degeri,
Elg(X)] = g(z1) f(z1) + g(22) f(22) + -+ g(zn) f(zN)

veya

olarak tanimlanar.

ii. X stirekli rastlanty degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu f(x) olsun.

g(X) fonksiyonunun beklenen degeri,

Elg(X)] = [ g(a)f()ds

— 00

olarak tanimlanar.

Ornek 3.13 Bir zarn atilmas: ile tlgili bir deneyde X rastlanty degiskeninin

olasilik fonksiyonu,

X = (1 2 3 4 5 6
f(x):P(X:x)‘% % % % % %

olarak veriliyor. Asagida verilen her fonksiyon icin beklenen degerleri bu-

lunuz.

i. g(X)=3 i.g(X)=X . g(X) = X? . g(X)=2X

Cozum 3.13 Once rastlants degiskeninin durumuna gore tablo yapalim:



7

x 12 3 4 5 6
x? 1 4 9 16 25 36
2w 2 4 6 8§ 10 12
fl@)=P(X=2)|% + ¢ ¢t & &

olur.

olarak bulunur.
6
E(X?) = > & f(x)
i=1
1 1 1 1 1 1
= 1(= 4= — 16 ( = 25 = —
(6)+4(5) +2(5) +16 (5) +2(5) +(5)
91

6
dur.

pax) = $onst
S ORGRIORORIORAG

= — =7
6



76

olarak bulunur.

Teorem 3.2 a,b sabit ve X (kesikli veya sirekli) rastlanty degiskeni olsun.
Bu taktirde
E(aX +b) =aE(X)+b

dir.

ispat 3.2 fspatz kesikli rastlant: degiskeni i¢in yapacagiz. Strekli rastlants
degiskeni i¢cin de benzer muhakeme uygulanir. ¢(X) = aX + b diyelim.
Tanwvma 4.10 ’a gore,

Elg(X)]=E(aX +b) = > (az; +b)f(z;)

=1

_ a;xif(xi) + ; bf ()

yazilir. Hatirlanacage gibe,

N
szf(xz) = E(X)
i=1

ve f(x) olasilik fonksiyonu oldugundan,

N
Z flzi) =1
i=1

dir. Bu degerler yerine yazilirsa,

E(aX +b) =aE(X)+b

elde edilir.

Bu teoremin sonucu olarak sunlar yazilabilir:

i. b sabit olmak {izere E(b) = b dir.
ii. a sabit olmak iizere E(aX) = aE(X) dir.

iii. E[X — E(X)] = 0 dur.
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3.6 Bir Rastlant1 Degiskeninin Varyansi

Varyans, bir rastlanti degiskeninin, kendi ortalamasi (beklenen degeri)
civarindaki dagilminin (sagilmasinin) derecesini gosterir. Varyans ne kadar

kiiciik olursa degiskenin degeri kendi ortalamasina o kadar yakin olur.

Tanim 3.11 X bir rastlant: degiskeni ve bu degiskenin beklenen degeri
E(X) = p olsun. Bu takdirde X' in varyans: Var(X) (veya o,?) ile gosterilir
ve

Var(X) = 0, = E[(X - n)’]

X

olarak tanimlanar.

Bu tanima gore X kesikli rastlanti degigkeni ise,
N
Var(X) = 0,* =3 (z; — p)*f (w:)
i=1
ve X siirekli rastlanti1 degigkeni ise,

Var(X) =o,* = [~ (o = )/ (@)do

olur.

Var(X) = 0,? = E[(X — p)?] formiiliinden istifade ederek,

Var(X) = o,*=E[(X - p)?
= E[X?—2uX + /%]

= B(X?) - 2uE(X) + E(1”)]
= E(X2)—2u + p?
= B(X?) -

elde edilir. Bu da varyansi bulmak icin bir bagka formiildiir.

!

Tanim 3.12 ox? varyansin karekoki olan o' e X rastlanty degiskeninin

standart sapmast denir.
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Ornek 3.14 X rastlants degiskeninin olasilik fonksiyonu asagidaki gibi ver-

ilmektedir:
X =z 1 2 3 4 5
fla)=P(X=2)|01 03 02 0.8 0.1

Buna gore,

i B(X) %,

i. Var(X) = E[(X — E(X))?] formiilini kullanarak Var(X) i,
iii. E(X?) i,
w. Var(X) = E(X?) — [E(X)]? formilind kullanarak Var(X) i

hesaplayiniz.

Cozim 3.14 . Kesikli rastlant: degiskenler igin beklenen degeri bulma

formilund kullanarak,
E(X)=1(0.1) + 2(0.3) + 3(0.2) + 4(0.3) + 5(0.1) = 3
elde edilir.
1. Bilindigi uzere,

E[(X = B(X))*) = E[(X = 3)"] =3 _(x: — 3)*f (=)

=1
dir.
T 1 2 8 4 5
(z — 3) 2 -1 0 1
(z — 3)2 /1 0 1 4
f)=P(X=2)|01 03 02 03 0.1
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Bu tablodan yararlanarak,
E[(X —3)?] = 4(0.1) + 1(0.3) 4+ 0(0.2) + 1(0.3) + 4(0.1) = 1.4

olur. Yani,

Var(X) =14
dir.
1t Beklenen deger formilunt kullanarak,
E(X?) =1(0.1) +4(0.3) + 9(0.2) + 16(0.3) + 25(0.1) = 10.4
bulunur.
0.
Var(X) = E(X?) - [E(X)]?

= 104-9
= 14

elde edilir.
Ornek 3.15 3 kwrmaz ve 4 beyaz top bulunan bir torbadan geri koymaksizin

2 top cekiliyor. Eger X, kirmaizi top cekmenin saysi ise X in beklenen

degerini ve standart sapmasini bulunuz.

Cozum 3.15 X, kirmuz top cekmenin sayist oldugundan alabilecegi degerler
0, 1, 2 ’dur. Once olasilik fonksiyonunu bulalim. Bunun igin P(X = 0),
P(X = 1) ve P(X = 2) degerlerini bulacagiz. B ile beyaz, K ile kirmiz

toplar, gosterirsek

CRELORCIOR

o= =y = (3 () () 3 -

ree-- i () () -

olur. O halde X ’in olasilik fonksiyonu

ve
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=N~
~i=| o

olur. 5 A ) 6
E(X)=0|(z I{z)+2z)=<2
0 =0(z)+1(z) +2(3) =7
dir. Yani, kirmizi topun beklenen degeri % “dir.
Simdi de X ’in standart sapmasini bulalim: Bilindigi gibi o, = \/Var(X)
‘dir. Onun i¢in once Var(X) i bulmalyrz. Var(X) = E(X?) — [E(X)]?
esitliginde [E(X)]? = 35 ve

— 19
2 4 1 8
s -o(2) 1} 43)
(X7 =0 7 * 7 * 7 7
oldugundan
8 36 20
X)y=———=—=04
Var(X) 719 = 19 0.408

dir. Buradan standart sapma
o, =Vv0.408 = 0.639

olarak bulunur.

Varyans ile ilgili su o6zellikler vardir:

i. a bir sabit olmak tizere Var(a) = 0 ’dur.
ii. a bir sabit olmak iizere Var(aX) = a*Var(X) dir.

iii. a,b birer sabit olmak tizere Var(aX + b) = a*Var(X) ’dir.

3.7 Rastlant1 Degiskenlerin Fonksiyonlari

X, olasilik yogunluk fonksiyonu f(z) olan siirekli rastlant1 degisken ve H
siirekli bir fonksiyon oldugunda c¢ok 6nemli bir durumla kargilagihir. Y =
H(X) siirekli rastlant1 degigkeninin fonksiyonu ¢(y)’yi bulmaya calisacagz.
Genel metod agagidaki gibidir:
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i. {Y < y} olaymna egdeger olan bir A olayim belirterek Y degigkeninin
dagilim fonksiyonu G(y) = P(Y < y) yi buluruz.

it. G(y) nin y ye gore tiirevini alarak ¢g(y) yi buluruz.

iti. g(y) > 0 olacak sekilde Y nin tanmim bélgesinde y nin degerlerini belirt-

iriz.

Ornek 3.16 X rastlants degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu
2r , O<ax <1
fz) =
0 , baska yerde

olsun. H(x) = 3z + 1 alalim. Béylece Y = H(X) = 3z + 1 sdrekli rasrgele

degiskeninin fonksiyonunu bulunuz.

Coziim 3.16 H(z) = 3z + 1 fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir.

Sekil 3.4:
Dagilim fonksiyonu

G) =Py <y) = PRr+1<y)=P(X <’

y—1

= /T2xdx:[—y_1]2
0 3

olarak bulunur. Béylece g(y) = G'(y) = 2(y — 1) bulunur. 0 < z < 1 igin
f(z) > 0 oldugundan (x =0 i¢iny =3x+1=1vex =1liginy =3zx+1=4)
1<y <4iging(y) > 0 bulunur. O halde

2
Sy—1) , I1<y<4
9(y) = 8( ) N
, y>24,y<1
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yazlir. Bunun grafigi soyledir.

Sekil 3.5:
NOT: A olay1 Y < y yada basit olarak X < y%l’e esdegerdir.

Ornek 3.17 X rastlants degiskeninin fonksiyonu

2¢ , O<z <1
) =
/() {0 , z>1, <0

olsun. H(z) = e™® alalim. Y = H(X) fonksiyonunun olasilik fonksiyonunu
bulunuz.

Coziim 3.17
Gy) = P(Y <y =PET"<y)=PX>-In(y)

1
= / 2vdr =1 — (—In(y))?
—in(y)

bulunur. O halde
In(y)
Yy

elde edilir. 0 < x < 1 i¢in f(x) > 0 oldugundan 1/e < y < 1 i¢in g(y) > 0
bulunur. O halde

9(y) =G'(y) = -2

—””T(y) , le<y<1
0 , y<1/e,y>1

yazilor.
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3.8 Cozulmis Problemler

1. 4 paray1 bir kez atalim. X rastlanti degiskeni turalarin sayisini gostersin.

X degiskeninin olasilik fonksiyonunu ve dagilim fonksiyonunu bulunuz?

Coziim: Orneklem uzay S={TYYY, TYYT, TYTY, TYTT, TTYY,
TTYT, TTTT, TTTY, YYYY, YYYT, YYTT, YYTY, YTYY,
YTYT, YTTY, YTTT} seklindedir. Olasilik fonksiyonu,

X =z \0 1 2 3 4
f@)=PX=2)]% % % % w©

16 16 16 16 16
olarak yazilir. Daha kisa olarak,

4
/) = <2> ,

olarak da yazilabilir. Dagilim fonksiyonu da

z=0,1,2,34

X =z \0 1 2 3 4
F@)=P(X<z)|Lt & 4 L I
veya
)
F(r) = P(X <2)= >~
s=0
olur.

2. X rastlant1 degiskeninin olasilik fonksiyonu agagidaki gibi verilmektedir:

X=u 012 3 4 5 6 7
f(x):P(X:x)‘O c 2c 2 3¢ & 2 TP +c

i. ¢ degerini hesaplayiniz?
it. P(X <k) > % ise £'nin minimum degerini bulunuz.
Cozim:

i.04+c+2c+2c+3c++224+7+c=1=10c?+9%c=1¢, =

—1,co = 1/10 olur. Olasilik negatif olamayacagindan ¢ = 1/10
olur.
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ii. (a) sikkinda buldugumuz ¢ = 1/10 degerini yerine yazdigimizda

X=u 01 2 3 4 5 6 7
_ _ 7
f(x)_P(X_x)‘o 1 2 2 3 1 2 WJFL

10 10 10 10 100 100

bulunur. Burada

1 1
(X =0)+P(X =1) =5 <3
1 2
P(X:0)+P(X:1)+P(X:4):0+10+E
_3<1
10 2

_0+1+2+2_5_1
N 10 10 10 10 2
P(X=0)+P(X=1)+P(X =2)+P(X =3)+ P(X =4)

_0+1+2+2+3_8>1
- 10 10 10 10 10~ 2

oldugundan,
F4)=P(X<4)>-=k=
yazilir.
3.  Bir X rastlanti1 degiskeninin miimkiin degerleri 1,2,3,---,n tam-

sayilaridir ve ¢ belli bir sabit olduguna gore

fz)=P(X =2)=cx

2
n(n+1)

olarak veriliyor. ¢ = oldugunu gosteriniz.

Coziim: X degiskeninin olasilik fonksiyonu tablo olarak

X=uz 1 2 3 ... n
f(x):P(X:x)‘c 2c 3¢ --- nc

seklinde yazilabilir. Dolayisiyla
1= f(z;) = c+2c+3c+-4+nc=c(l+2+--+n)
i=1

n(n+1) 2
= — "= C=—
2 n(n +1)

oldugu gortliir.
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4. X rastlant1 degigkeninin olasilik fonksiyonu
a

n) = aies

olduguna gore a sabitini bulunuz.
Cozim:

/oo p(r)dr =1

—0o0

00 a 00 z
/ = dr :/ Ldm
—00o et —|— e T —00 62m + 1

u = e* degisken degigtirmesi yapilirsa, t — —oo i¢in u — 0, x+ —

olduguna gore,

400 i¢in u — 400 ve boylece

©  qe’ ©  du o0
1= /oo T ldl‘ = a/o i (a)arctg(u)

0

T
= a—
_ 2
elde edilir. Buradan
2
a=—
T

bulunur.

5. X bir tiipiin elektronlarinin hayat uzunlugunu gostersin. Farzedelimki X,
f(x) = be=" (x > 0), olasilik fonksiyonuna sahip siirekli bir rastlanti
degiskenidir.

pi=p(j <z <j+1)
veriliyor. p; nin (1 — a)a’ seklinde oldugunu gésteriniz.

Coziim:

. . i+,

pi=p(j <z <j+1) = / be *dx
j
_e—bx|;+1
— e Ut b
= e(l—-e?
olur. a = e " alinirsa,
pj=d(1-a)

elde edilir.
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6. X rastlanti degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,
f(z) =az’e™, (k>0,0<k<o0)
olarak verilsin.

1. a katsayisini,
17. X degiskeninin dagilim fonksiyonunu,

iti. X degiskeninin (0,1/2) araliginda bulunmas: olasiligini bulunuz.

Cozim:
i
/ azx’e *dr =1
0
esitliginden,
1 K3
a = = —
[o° w2ekede 2
bulunur.
v |3 k2x? + 2kx + 2
F(x) :/ So2ehugy =1 22 ey e ke
0o 2 2
olur.
1 1 5
PO0<z<—-)=F|-)=1——=0.086
( o k) (k) 2e
bulunur.
7. 1,2,--+,10 tamsayilar1 arasindan rastgele secilen bir sayinin bolen sayisi

X olsun. X degigkeninin ortalamasini(beklenen degerini) ve varyansini

bulunuz.

Cozim:
Tamsayilar |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Bolensayisi [1 2 2 3 2 4 2 4 3 4
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X degigkeninin olasilik fonksiyonu:

X=x \1234

_ 1 4 2 3
P(X—X)\m 0 10 10

seklindedir. Ohalde

200 =1 (5) +2 () +2 () ++ (i) =

ve Var(X) = F(X?) — [E(X)]? oldugundan

11 (54 () 9 () ) -

yazilir. Dolayisiyla

83 27\ 2

bulunur.

8. X rastlant1 degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

f(x):{g%a , a<zxr<b

, araligin diginda
olduguna gore dagilim fonksiyonunu, ortalama degerini ve varyansini

bulunuz.

Coziim: Dagilim fonksiyonu,

“ b—a

P(angx):F(x):/:f(t)dt:/jbiadt:biat

bulunur. Siirekli rastlant1 degiskenler icin ortalama tanimindan

E(X) = /_o:of(x)dx:/abxf(x)dx:/abbfadx
- 2(;— a) .= 2b(b_—aa)

elde edilir. X degiskeninin varyansi ise

b b\° 1 b—a)?
(x—a;> dx:( @)

ot = [ @ fla)de = [

a

olarak bulunur.
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9. p = E(X) sonlu bir deger, ¢ bir sabit olsun. Bu takdirde,

i. B(X — ) =0,

ii. B(X —¢)? = E(X — p)? + (u — ¢)? oldugunu gosteriniz.

Coziim:

n

e — B(X))f(x) = 2{ C S uf ()} (@)

il of(x) - z anluf(u)f(x)
B(X) - z uf (u) 2 f(x)

E(X)— E(X)=0

Burada f(z) olasilik fonksiyonu oldugundan Y f =1 dir.

E(X —¢)?

bulunur.

3.9 Problemler

E(X?) —2¢E(X) + ¢ — [E(X))?

(

( [E(X))?
E(X?) = [E(X)]* + ¢ — 2¢E(X)

(

_|_
+[EX))

1. X rastlant1 degigkeninin olasilik fonksiyonu

f(x)

5
:c< ), r=20,1,2,3,4,5

T

verilsin. ¢ bir sabit olmak tizere ¢ degerini bulunuz.

2. X rastlanti degigkeninin olasilik fonksiyonu

f(z) =cx, x=23,4,5,6

olsun. Burada ¢ bir sabittir.



i. ¢ degerini hesaplayiniz,
it. E(X) hesaplayimiz,
iti. Var(X) hesaplayiniz.
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3. X rastlant1 degigkeni istanbul, Ankara yolunda verilmis bir giinde mey-

dana gelen trafik kazalarinin sayisinin gostersin. c bir sabit olmak iizere

X degigkeninin olasilik fonksiyonu asagidadir:

4

C,

2¢,

3c,

4c,

1.5¢,
| 0.5¢,

i. ¢ degerini bulunuz.
it. P(X > 3),

iti. P(0 <z < 4),

iv. P(0 <z <2)

olasiliklarimi bulunuz.

z=0
r=1
r=2
r=3
r=4
r =05

4. 52’lik bir desteden 4 kart cekilmistir.

1. Kupalarin sayisimin dagilimi,

é. Tkililerin sayisinin dagilimi

nedir?

ise
1€
1s€
ise
ise

1s€

5. 4 tanesi bozuk olan bir diizine yumurtadan yerine koymaksizin 3 tane

cekiliyor. X rastlanti degiskeni bu 6rnekteki bozuk yumurtalarin sayisi

olsun. X’in olasilik fonksiyonunu bulunuz.

6. Icinde 5 beyaz 3 yesil top bulunan bir kavanozdan rastgele iki top

cekiliyor. Cekilen yesil toplarin sayist X olsun.

. X degigkeninin olasilik fonksiyonunu,
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7. X degiskeninin dagilim fonksiyonunu bulunuz.

7.Y =3r—-5ve E(X) =4, Var(X) = 2 olsun. E(Y) ve Var(Y)

degerlerini bulunuz.

8. X rastlant1 degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

olsun.

i. Y = X'/3 degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonunu bulunuz.

ii. Y = X? degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonunu bulunuz.

fla) = et

fonksiyonunun bir olasilik yogunluk fonksiyonu oldugunu gosteriniz.



Chapter 4

BAZI KESIKLI RASTLANTI
DEGISKENLERININ
DAGILIMLARI

Onceki béliimde genel olarak rastlant: degiskenlerinin dagilimlar iizerinde
durduk. Bu boliimde onemlerinden dolayi baz kesikli rastlanti degiskenleri

izerinde duracagiz.

4.1 Binom Dagilimi

Bir deney n defa bagimsiz olarak yapildiginda, bir A olayinin meydana gelme
sayist ile ilgilenecegiz. Tek bir deneme i¢in P(A) = p oldugunu kabul ede-
lim. Bu takdirde, ayni1 deneme icin A olayinin olmama olasiligi ¢ = 1 — p
dir. n defa yapilan bir deneyde X rastlanti degiskeni “A olayinin meydana
gelme sayis1” olarak alinsin. Buna gore, X in miimkiin degerleri 0,1,2,...,n
olur. Bu degerlere karsilik gelen olasiliklar1 bulmak istiyoruz. Bunun igin,
bu degerlerin herhangi birini, 6rnegin, X' = 2’i gozoniine alalim. Bu su de-
mektir: n denemenin x inde A olay1 meydana gelmekte, n — x denemede ise

A olay1 gozilkmemektedir. Yani,

AA...ABB...B
—_— ———

T n—=x

91
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dir. Burada A = B dir. Su hususu tekrar hatirlatalim ki denemeler bagimsiz
olarak (biri digerini etkilemeden) yapilmaktadir. Buna gére P(A) = p ve
P(B) = ¢ igin yukandaki olayin olasiligi

pp...pqq...q =p q"""
S—

T n—x

dir. x i segmenin <n> farkli yolu oldugundan X = x in olasihigi
x
n
10 =P =) = (") o=t
x

olur. Bu olasilik fonksiyonlu dagilima Binom Dagilimi denir. A olayinin

meydana gelmesine bagari, meydana gelmemesine de basarisizlik adi verilir.

Eger o6zel olarak p = q = % alinirsa
n "
f(z) = P(X =) = ( > (_> 2 =0,1,...,n
x 2

yazilir.

Ornek 4.1 Bir deneydeki bir olayin basar: olasiligr p ve basarisizlik olasilige
da ¢ =1 —p olsun. X rastlanty degiskent “basarily olma sayist” olsun. Bu
deney 5 kez bagimsiz olarak yapildiginda X in 0,1,2,3,4,5 degerleri icin

olasiligr bulunuz ve sonucu binom ac¢ilimi ile mukayese ediniz.

Coziim 4.1 Istenilen olasilik
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5

P(X=3) = <3>q2p3=10q2p3
5

P(X=4) = <4>qp4=5qp4
5

Px=s) = (1) =y

q°, 5q"p, 10¢°p?, 10¢%p?, 5qp*, p°; (p + q)° in binom agilimandaki terimleridir.
Ornek 4.2 Diizgiin bir zar 4 kez atiliyor.

i. Iki defa 6,

1. En az ki defa 6,

gelmesi olasiligi nedir?

Ut
<
D)
N
Il
W

Coziim 4.2 “6 gelme sayisim” X ile gosterelim. p = %,q -
olur.

t. Burada x = 2 olup

()= (3) ) )

1. En az iki defa 6 gelmesi dustndldiuginden istenilen olasilik

P(X>2) = P(X=2)+P(X=3)+P(X =

- (7) 6@+ ()6 (2) )6

= = 0.1319444
1296 01319

elde edilir.

Ornek 4.3 Kz veya erkek cocuk dogmasi olasiligr esit oldugu disiundtliyor.

Buna gore 5 ¢cocuklu bir ailede iki erkek cocuk olmast olasiligr nedir?
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Cozum 4.3 FErkeklerin sayist X olsun. Verilenlere gére

dir. Boylece binom dagilimaindaki olasilik fonksiyonundan

v = ()66 =m0 6) -5

bulunur.

Teorem 4.1 X rastlant: degiskeni binom dagilimina sahip olsun.

takdirde binom dagiliminin ortalamasi ve varyans: sirayla
p=B(X) = np, 0 = B(X?) — [E(z)]? = npg
olur.

Ispat 4.1 X in olasilik fonksiyonu

n

T

f(x)zP(Xz:z:)z( )pxq”_m, xr=20,1,...,n

dir. Ortalama (beklenen) degerin tanimindan

yazilir. O halde

o I’I’L’ T n—x
r= g)x!(n - a:)!p I
_ - n! z n—1—(z—1)
- g(;@—n![n—p(x—m!p I
_ S (n — 1)' z—1 _n—1—(z—1)
- PG i@t !
= np(p+q)""

Bu
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bulunur. Varyansi hesaplamak i¢in once E(X?) degerini bulmaliyiz.

n n 2, 1T ,N—T
B(X?) =3 a? ( " )pmq"—w =y =

—= zl(n—x)!

yazibr. 2?2 = x(x — 1) + x yukarda yerine yazlrsa

E(X2) — zn: [x(x — 1) +x]n!pan—m

= al(n— )
" x(x —1)n! n n)

- S S
n ’n(’n—l)(n—Q) R

= x;?(x—Q)[n—Z—( 2)],?9(] + E(X)

= n(n—1)p Z = 2) [T(Ln_—;) " 2)]!pmf2qnf2f(mf2) + EB(X)

(n—1p (p+ Q)" +np
= n(n—1p*+np
= 2p2 — np +np
bulunur. O halde
o’ =EB(X?) - [E(X)]? = n%?—np* +np — (np)?
= np(l —p)
= npq

elde edilir.

Ornek 4.4 Bir guntin gunesli olma olasilige 0.4 ise bir haftadaki giinesli

gunlerin saysimin ortalamasiniy ve standart sapmasini bulunuz.

Cozum 4.4 X rastlantr degiskeni “bir haftadaki ginesli giinlerin sayist” ol-
sun. Verilenlere gore, p = 0.4 ¢ = 0.6 ve n =7 dir. O halde

p=EX)=np=7(04)=28

o= /npg = /7(0.4)(0.6) = 1.30

ve

elde edilir.
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4.1.1 Cok Terimli Dagilim

Bir denemede sirasiyla pq, po, . .., pi olasiliklarina sahip Ay, A, ..., A ayrik
olaylarinin meydana geldigini kabul edelim (Burda p; +py+...+p, = 1 dir).
n bagimsiz deneme yapildigim farzedelim. z; tane Ay, x5 tane A, ..., xp

tane Ap meydana gelme olasilig

n!
f(xl,...,l'k):mpfl"'pzk, xi:(],l,...,n; i:1,2,...,k
dir. Burada
Fori=n o ove YE o opi=1
seklindedir.

Ornek 4.5 Bir zar 12 kez atilsin. Iki kez 1, uc kez 2, bir kez 3, iki kez 4,
tic kez &, bir kez alty gelmesi olasiligi nedir?

Qﬁziim4.5 A1:2,A2:3,A3:1,A4:2,A5:3,A6:1,n:12’U@
pi=1i=1..6

olup

P = f(2,3,1,2,3,1)
! 2 3 1 2 s '
- g () ) () B) ) )
110 /112
- =)

elde edilir.

4.2 Poisson Dagilimi

Binom dagiliminda p = np ve olasilik fonksiyonu

f(z) = <n>pxqm, r=0,1,...,n
X
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dir. Burada, p = £ oldugu dikkate almarak

(TL)pan_x ”(n_1)"'(”_x+1)unx1__”"’”
r z! n

_ n(n—l)...(n—x+1)/ﬂxll__nl__
n¥ n n

yazilir. n — oo i¢in limit alinirsa

A
elde edilir. Olasilik fonksiyonu
f(x):P(X:x):'u—xe_“ n=0,1,2
ZL'! Y Y Y >yt

olan dagilima Poisson dagilimi denir. Burada p Poisson dagiliminin ortala-

masidir. Varyanst da 0% = y ile bulunur.

Poisson dagilimi goriilen olaylara asagidaki gibi ornekler verilebilir:

i. Yolun belirli dar yerinde bir giinde meydana gelen araba kazalarinin sayist,
1i. Bir fabrikada bir haftada meydana gelen kazalarin sayisi,

121. Verilen bir dakika icinde telefon santraline gelen telefon sayisi,

1. Verilen belirli bir zamanda bir girkete yapilan sigorta istegi sayisi,

v. Verilen bir zamanda bir radyoaktif kaynagi tarafindan sacilan atomlarin

sayisi

Ornek 4.6 Bir mililitre sundaki bakteri sayisy ortalama olarak 4 oldugu bil-
inmektedir. Bakterilerin sayisinin Poisson dagilimi gosterdigi kabul edilerek
1 malilitre

. Hig¢ bakteri olmamasa,

1. 4 bakteri olmast

11. 3 den az bakteri olmas:
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olsiligr nedir.

Coziim 4.6 X rastlanti degiskeni “1 malilitredeks bakterilerin sayist” olsun.

Bakteri sayst ortalama 4 oldugundan p = 4 dir. O halde istenen olasiliklar

formiilu ile bulunur.

i. P(X =0)=¢e*=0.0183
. P(X =4) = (4*/4)e~* = 0.195
1t 3 den az bakteri olmast olasilige,

P(X<3) = PX=0+PX=1)+P(X=2)
42
= et 4det 4 et

2!
= 0.238

olarak bulunur.

Ornek 4.7 Civata fabrikasinda bir bozuk civata tretme olasiligs p = 0.01

dir. 100 tane civatadan 2 den daha fazla bozuk civata ¢ikma olasiligr nedir.

Coziim 4.7 A, “ikiden fazla bozuk civata olmasit” olays ise A, “ikiden fazla
olmayan bozuk civata” olayr olur. Burada X rastlanty degiskenini “bozuk

ciata sayist” olarak alalim. Buna gore
P(A)=P(X<2) = PX=0+P(X=1)+P(X=2)

= e H(1+1+0.5)
= 0.919

bulunur. O halde

P(A)=1— P(A) =0.081

elde edilir.
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4.3 Geometrik Dagilim

Bir deneyde A olayinin meydana gelme olasiligi p olsun. A olayini elde ed-
inceye kadar denemelere devam edelim. X rastlant1 degiskeni ile bu den-
emelerin sayisim1 gosterlim. X = x icin A olaymmin meydana geldigi kabul

edilirse X' = z in olasiligi ¢ = 1 — p olmak iizere
fx)=P(X=2)=q¢"'p, 2=0,1,2,...

dir. Olasilik fonksiyonu bu olan dagilima geometrik dagilim denir.

Ornek 4.8 1 elde edinceye kadar bir zary atalim.

i. Bagimsiz denemeler dizisinde, ilk 1 in elde edilmesi icin gereken den-

emelerin sayisinin olasilik fonksiyonu nedir?

1. denemede 1 bulmanin olasiligr nedir?

Cozim 4.8 Ilk 1’in elde edilmesi icin gereken denemelerin sayist X rast-
lanty degiskeni olsun. Bu takdirde p = % olmak tzere, X geometrik dagilima

sahiptir.

. X 'in olasihik fonksiyonu

seklindedir.

1. ucuncu denemede 1 elde edilmesinin olasilig

fB8)=P(X =3) = @)3_1 (%) = % = 0.0976562

bulunur.

Teorem 4.2 Geometrik dagilim i¢in ortalama deger ve varyans

B =1 e ot =m0y - poop = 4

olarak verilir.
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ispat 4.2 Ortalama deger icin ispatr verelim.
E(X)=) af(r)=) ax¢" 'p=1p+2pg+3¢°p+---
=1 =1

yazilir. Bilindigi gibi
1 — an—l—l
1_|_a_|_..._|_a”: -

1—a
olur. O halde ortalama deger

ol d & d 1 1 1

r—1 T
p=pYy z¢" ' =p—0_q¢") =p =p ==
po— dp( ) dp ( ) (1 - Q)2 p

=0

elde edilir.

4.4 Problemler

1. Dort cocuklu bir ailede en az bir erkek cocuk olmasi olasiligini bulunuz?

2. Bir makinanin tirettigi civatalarin %20’si kusurlu ¢ikiyorsa, sansa bagh
olarak secilen 4 civatadan,
¢. Birisinin kusurlu olma olasihigini,
12. Hig birinin kusurlu olmama olasiligini,
13 En fazla ikisinin kusurlu olma olasiligini bulunuz.
3. Bir sirketin tirettigi pillerin %3’tiniin kusurlu olmasi halinde, 100 pilden
meydana gelen bir ornekte,
. 0 1. 1 191. 3
w. 3’'ten daha fazla
v. 2 veya daha fazla pilin kusurlu olmasi olasiliklarini bulunuz.
4. Bir hastanenin acil servisine giinde ortalama 60 hasta gelmektedir.

Buna gore, giiniin belli bir saatinde acil servise en az iki hasta gelmesi

olasiligini bulunuz.
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. X rastlant1 degigskeni Bernouilli dagilimina sahipse, £k = 1,2, --- icin

E(X") =p

oldugunu gosteriniz.

. X1, X, -+, Xy, E(X;) = polan Bernouilli degigkenlerinin bir dizisi ise,

i E()_X;) =np, . Var()_ X;) =npq

=1 =1

oldugunu gosteriniz.
Bir zar 4 kez atilsin.

i. 4 atigta 3 kez 2 gelmesi,
1. 4 atigta 2 kez 2 gelmesi olasilig1 nedir.

Bir basketbol oyuncusunun tek atigta basket elde etme olasihigil/5 tir.

25 atista en az 4 basket elde etme olasiligi nedir.

%10’u kusurlu olan elektrik ampullerinin teslim aninda 3 ampul rastgele
cekiliyor,

. 3’1 de saglam,

12. 1 kusurlu,

19¢. 2 kusurlu ampul cekilmis olmasi olasiliklarini bulunuz.
Bir fabrikadaki belli bir makinada iiretilen parcalarin kusurlu olmasi
olasiligr 0.1 dir. Parcalar arasindan 8’1 segiliyor.

7. En az birinin kusurlu olmas,

7. Parcalarin tiimiintin kusursuz olmasi olasiligi nedir.
Bir iiniversitedeki 6grencilerin %601 lisans, %301 yiiksek lisans ve
%10’u doktora ogrencisidir. 5 kisilik bir kurul senatoya katilacaktir.

Her bir gahis digerlerinden bagimsiz olarak seciliyor. Kurulda 2 lisans,

2 yiiksek lisans ve 1 de doktora ogrencisi bulunmasi olasiligi nedir.
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12. Bir sigortact hepsi ayni yagta ve sithatli 10 kigiyle sigorta anlagmasi
yapmistir. Yagama siiresi olasilik tablosuna gore bu sahislarin yaginda
olan birisinin 2/3 olasilikla 40 y1l yasayacagi tahmin edilmektedir. Bu
10 kiginin,

. Hepsinin,
17. En az cliniin,
121. Sadece ikisinin ve
. En az birisinin 30 yil yagama olasiligini bulunuz.
13. Universiteye giren erkek ogrencilerin ii¢te birinin en az 70 kg oldugu

saptanmigtir. Rastgele secilen 4 6grencinin en az ticiiniin 70 kg dan az

olmasi olasilig1 nedir.



Chapter 5

SUREKLI RASLANTI
DEGISKENLERIN
DAGILIMLARI

5.1 Normal Dagilim

Bu kisimda, olasilik teorisi ve istatistiksel analizde ¢ok kullanilan normal

dagilimdan bahsedecegiz.

5.1.1 Normal Yogunluk Fonksiyonu

Tanim 5.1 X sdrekli rastlanty degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu:

1

e 257 (0> 0), (5.1)
oV 2T

fx) =

seklinde ise, X normal dagilima sahiptir denir.

Burada p ve o sirasiyla normal dagilimin ortalamasi ve standart sap-
masidir. f(z) fonksiyonunun egrisi z = pu ya gore simetriktir. Eger u = 0
ise, f(z) egrisi ordinata gore simetrik olur. Ordinata gore simetrik olan bu

egriye can egrisi denir. o2 ye de dagilmin varyansi adi verilir. Asagidaki

103



104

sekilde goriildiigii gibi can egrisi varyansin degerine gore yiiksek ve daha sarp
yada algcak ve daha yayvan olur.

Sekil 5.1:

Tanim 5.2 (5.1) fonksiyonunun —oo ’dan x’e kadar integralini alirsak

]_ z 1iv—
F(z) = / e 307 do. (5.2)

o\ 21

bulunur. Bu fonksiyona normal dagilim fonksiyonu denir.

a < x < b olmak iizere, X rastlant1 degiskeninin olasilig

Pla <X <b)=F(b) —F(a) = e~ do. (5.3)

seklindedir. f(z) olasilik yogunluk fonksiyonu oldugundan

F(z) = ! /_J:Oe

o\ 21

S

M

v=1 (5.4)

yazilir.

(5.2) bildigimiz integral metodlar: ile hesaplanamaz. Bu integrali pratik

olarak hesaplayabilmek icin 6zel olarak hazirlanmig bir tablodan faydalanilir.

Fakat genel olarak p ve o degerleri i¢in (5.2) integralini hesap etmek

oldukca zordur. Bu zorlugu gidermek icin agagidaki diizenleme yapilir,
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Eger =0, 0% =1ve Z = (X — p)/o alimirsa, Z nin olasihk yogunluk

fonksiyonu

1 4 2
@z:PZ<z:—/ e 2 du. 5.5
@) =P(z<=—=[ (55
olur. Z degigkenine standart normal rastlanti degigkeni denir. Cesitli

Z degerleri icin ®(z) 'nin tablosu kitabin sonunda (z cetveli)! verilmistir.

Simdi de F'(z) fonksiyonunu ®(z) cinsinden ifade etmeye ¢aligalim: Eger

(5.2) ve (5.5) in iistel kistmlarini kargilagtiracak olursak

— d
VR ="~ du (5.6)
o o

olur. Bu degisken degistirme yapildiktan sonra (5.2) de v = x integral iist

limiti yeni degigkene gére u = (x — p)/o olur. Buradan

1 (@—w)/o 2
F(z) = / e " Podu (5.7)
oV 21 J—
ve ya daha sade olarak
1 (@—w)/o 2
F(III) = E /_oo 67“ /Zdu (58)
yazilir. (5.5) de z = (z — p)/o alinirsa
Fz) = o(—F) (5.9)
o

elde edilir. Burada z ye standart normal degigsken denir. Boylece (5.9)

ve (5.3) formiilleri kullanilarak

Pla< X <b) = F(b) — F(a) = (") — o(2=H (5.10)

o o

12 cetvelindeki 6lciimler standart Slciimlerdir. Farkli dagilimlardaki farkl élciimlerin
karsilagtirilmasi icin kullanilir. Ornegin, bir 6grenci Matematik sinavindan 60, Bilgisayar
Programlama simavindan 70 puan almig olsun. Bu sonuclara bakarak, 6grencinin Bilgisa-
yar Programlama dersinde daha bagarili oldugunu séyleyemeyiz. Ciinkii 60 sinav yapilan
grubun en yiiksek puanlarindan 70 de grubun en diisiik puanlarindan olabilir. O halde
sadece puanlara bakarak bir kargilastirma yapmak yerine onlari ortak bir puan sistemine
cevirmek uygun olacaktir. Standart Ol¢iimler gercek Ol¢limlerin ortalamadan olan fark-
larinin standart sapmaya boliinmesiyle elde edilir.
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bulunur. Ozel olarak, egera =t —o ve b= p+ o ise
Pla< X <b)=®(1) — d(-1);
a=p— 20 veb=p—+ 20 ise
Pla< X <b)=9(2) — d(-2)

olur.

z cetvelini kullanarak,

i. P(p—o0 <X < p+o)~ %68,
ii. P(p—20 < X < pu+20) =~ %95.5,

iti. P(p— 30 < X < p+30) ~ %99.7

yazariz. . ve ii. sikkin gekilleri agagida verilmigtir.

Sekil 5.2:

Ornek 5.1 Ortalamas = 0 ve varyans: 0> = 1 olan X normal rastlant:

degiskent icin asagidaki olasiliklary bulunuz?
i. P(X <244) 4. P(X <-1.16) . P(X >1) . P(2<X <10).
Coziim 5.1 p =0 ve 02 =1 oldugundan direkt olarak z cetvelinden;

i. P(X < 2.44) = 0.9927,

ii. P(X < —1.16) = 0.1230,
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iii. 1— P(X <1)=1—0.8413 = 0.1587,

iv. ®(10) = 1.0000, ®(2) = 0.9772, ®(10) — ®(2) = 0.0228
bulunur.

Ornek 5.2 Ortalamast p = 0.8 ve varyanst 0> = 4 olan X normal rastlant

degiskeni icin asagidaki olasiliklary bulunuz?

i. P(X <244) 4. P(X <—1.16) iii. P(X >1) iv. P(2< X < 10).

2

Cozim 5.2 4 = 0.8 ve 0° = 4 oldugundan 5.10 formilini kullanarak z

cetvelinden;

i. F(2.44) = @(24280) = 9(0.82) = 0.7939,
ii. F(—1.16) = ®(—0.98) = 0.1635,
ii. 1—P(X <1)=1-F(1) =1 - ®(0.1) = 0.4602,

iv. F(10) — F(2) = ®(4.6) — (0.6) = 1 — 0.7257 = 0.2743
yazilir.

Ornek 5.3 Ortalamas =0 ve varyans: 0> = 1 olan X normal rastlant

degiskeninin asagidaki olasiliklar: icin ¢ degerini bulunuz?

c) = %10 i. P0< X <c¢)=%45
X<e)=%99 w P(X <c)=%>5.

Cozum 5.3 z cetveli kullanilirsa:

i. 1-P(X<c)=1-3(c)=0.1, &(c) = 0.9, c = 1.282
ii. ®(c) — ®(0) = P(c) — 0.5 =0.45, D(c) = 0.95, ¢ = 1.645
1i. ¢ = 2.576

w. c=—1.645

bulunur.
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Ornek 5.4 Ortalamas = —2 ve varyans: o> = 0.25 olan X normal rast-

lanty degiskeninin asaqidaki olasiliklar: i¢in ¢ degerini bulunuz.

i P(—2—c< X< —=24¢)=%99.6 ii. P(-c<X<-1)=05

iii. P(—2—c< X <-2+¢)=09 iv. P(X >c¢)=0.2.
Cozim 5.4 z cetveli kullanilirsa,

i ®(2c) — B(—2c) = %99.6, 2¢ = 2.878, ¢ = 1.439,
i, ®(=E2) — B(=EE2) = 0.9772 — B(4 — 2¢) = 0.5,
(

i

0.5
(4 — 2¢) = 0.4772, 4 — 2¢ = —0.057, ¢ = 2.03.
ii.  P(HEC) — §(=E2) = B(2¢) — D(—2¢) = 0.9, 2¢ = 1.645,
c = 0.823.
w. 1-P(X<¢)=1-9(52)=0.2,

®(2c+4) = 0.8, 2c+4 = 0.842, ¢ = —1.579

bulunur.

5.2 Diuzgiin Dagihim

X siirekli rastlanti degigskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

f(x):b_a, a<z<b (5.11)

seklinde ise X, [a,b] araliginda diizgiin dagilima sahiptir denir. X bir

siirekli rastlant1 degiskeni oldugundan,

/abf(x)dx:/bbl dr =1 (5.12)

a —a

dir. y = f(z)’in grafigi agagidaki gibidir.
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Sekil 5.3:

Teorem 5.1 X rastlant degiskeni [a,b] araliginda dizgin dagilima sahipse,
i B(X) = (a+b) i V(X) = 5(b—a)?
dir.

ispat 5.1 : 1.

—a 2
v —a a+b, 1
= - = —(b—a)?
0=a 2 ) 1t

elde edilir.

Ornek 5.5
Bir dikdortgenin bir kenarinin uzunlugu x cm, cevre uzunlugunun toplama
12 em ve alany ise A cm? dir. X, [0,2] aralinda dizgin dagilima sahipse

A ‘man olasilik yogunluk fonksiyonunu bulunuz.
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Cozim 5.5 A’nin olasilik yogunluk fonksiyonu f(a) olsun. Dikdértgenin bir
kenery x ecm ve ¢evre uzunlugu 12 cm olduguna gore diger kenarinin uzunlugu

(6 —x) em dir. Buna gore;

a = z(6—x)
?—6z = —a
(r—3)2 = 9—a

r—3 = £/9—a

da
dr = +———
v 2vV9 —a

olur. X, [0,2] araliginda dizgin dagilima sahip oldugundan, x =0 ve a = 0

oldugunda;

21
1 = —dx
0 2

olur. Burada a = 2(6 — x) degisken degistirmesi yapilirsa, simirlar da © = 0

wein a =0 ve x = 2 i¢in a = 8 olur. Boylece,
81 da
0 22v/9—a

yazilir. Buradan A nin olasilik yogqunluk fonksiyonu:

1 =

1
= —— 0<a<8
f(a) 49 —a’ ==

olur. Yani A, duzgin dagilima sahiptir.

5.3 Ustel Dagilim

Tanim 5.3 Pozitif degerler alan X siurekli rastlanti degiskeninin olasilik

yogunluk fonksiyonu,
fl@) = e, 2>0

olsun. Bu takdirde, \ pozitif bir parametre olmak tzere, X strekli rastlant:

degiskeni iistel dagilima sahiptir denir.
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X bir rastlant1 degigken oldugundan;
/ f(z)dz = / e M dx
0 0

—[e™]5
= 1 (Clinkil lim e = 0) (5.13)

dir. y = f(x)’in grafigi agagidaki gibidir.

Sekil 5.4:

Teorem 5.2 X rastlantigiskeni [a,b] araliginda ustel dagilima sahip ise,

i. B(X) = & i. V(X) = &%
dar.
ispat 5.2 : 4.
E(X) = /xf(x)dx
= /oox()\e’m)dx
0

= (e = [ (e

= 0+ (e_Ax)dﬁ, (Cunkuxlggo ze M = 0)

1 —Ax]00
= _X[e i
1
= —50-1
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1
T

2 1,

=W
1

- X

elde edilir.

5.3.1 Ustel Dagilimin Ozellikleri

Eger X {istel dagilima sahipse:

I

a

(&

P(X >a) = /OO)\e_)‘xdx
[—e™ )
— e—/\a

P(X bAX
P(X>a+bX >q) = LE>atbNX>a)

P(X > a)
e?—X(a + b)
- e—Aa
SV

= P(X >b)
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yazilir. Benzer gekilde:

iti. P(X <a)=1—-P(X >a), >0ve P(X <a)=0, z<0olur.

Ornek 5.6 T rastlants degiskeni bir televizyon tupunun dayanikllik strest

ve T'nin olasilik yogunluk fonksiyonu:

ft) =

Ae®  0<t<oo, (k>0)
0 , diger yerlerde

olarak veriliyor. A’y k cinsinden hesaplayiniz. Buna gore,

1. Bir fabrikada yapilan bir arastirmaya gore turetilen 1000 tupin 3717% ilk

ki ol ieinde bozulmaktadir. Buna gore k degerini bulunuz.

ii. (i) de elde edilen k degerini kullanarak T nin Ortalamasi ve Varyansini
hesaplayiniz.

1t Satilan ki tupten birisinin ilk iyl i¢inde bozulma ve diger tupin ise 6

yildan fazla dayanma olasiligr nedir.

Coziim 5.6 T rastlantr degiskeni i¢in [;° f(t)dt = 1 oldugunu biliyoruz.

Bovylece,
Ae Mgt = 1
0

1 o0
A{——ekt] =1

k 0

A

EG_O =1
A =k

olur. YaniT, olasilik yogunluk fonksiyonu f(t) = ke™*, 0 <t < oo seklinde
ustel dagilvma sahiptir.

i. P(T <2)=0.371 oldugundan,

2
/ ke ktdt = 0.371
0

[—e*’“t]z — 0371
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e 2k 4 o0
—2k

2% _ 1
0.629
2k
k
olarak bulunur.
E(T)
ve
V(T)
olur.
P(T <1)

ve

0.371
1-0.371
0.629

1
In (—)
0.629

0.464
0.232
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6
_ 1 / I
0

- -]
= 14+e % -1
= 0.249

seklinde bulunur. Iki tip satildigina gore istenen olasilik

P[(Ty < 1)N (Ty > 6)] + P[(Ty < 1) N (T, > 6)] = 2(0.207)(0.249)
= 0.103

olur.

5.4 Gamma Dagilimi

Tanim 5.4
o0
I'(p) :/ e dr, p>0 (5.14)
0
seklinde tanimlanan fonksiyona Gamma Fonsiyonu denir.

Yukaridaki integrale kismi integrasyon metodu uygulanirsa, e *dx = dv ve

2P~! = u olmak iizere,
o) = e a7 = [ [ 2-e )] do
0

= 0+(p—-1) /Ooo [xp_Qe_x] dx (5.15)
— p-1Te- 1)

bulunur. p pozitif tam say1 ise
L(p)=@-1DpP-2)---T1) (5.16)
elde edilir. Burada,

(1) = /OOO e tdy = 1 (5.17)
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dir. Boylece,

I'(p) = (p— 1! (5.18)

olarak bulunur.

Tanim 5.5 X pozitif degerler alan strekli rastlant: degiskeni olsun. X in

olasilik yogunluk fonksiyonu,

1 n—1_,—x/\ g
I b S
0 , <0 igin

ise, X, Gamma dagilimina sahiptir denir.

Burada A ve n parametrelerdir. Gamma dagiliminda n = 1 alindiginda,

elde edilen dagilimin iistel dagilim oldugu goriiliir.

X Gamma dagilimina sahip ise, X’in ortalamasi F(X) = An ve varyansi
V(X) = A?n’ dir.

5.5 Beta Dagilimi

Tanim 5.6
1
B(a, ) = / 21— 2)" Yz, a >0, B3>0 (5.20)
0

fonksiyonuna Beta fonksiyonu denir.
Ayrica,

ve

, a>0,6>0 (5.21)

dir.
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Tanim 5.7 Eger X rastlanti degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

1 a1 B-1
T 1—=z , O<zxr<l1
flr;o,8) = § Bl@d S ’ (5.22)
0 , araligin disinda

1se, X rastlanty degiskent Beta dagilimina sahiptir denir.
Burada «, 8 parametreleri pozitif reel sayilardir.
5.6 Problemler

1. Ortalamast 4 = 80 ve varyansi 0> = 9 olan X normal rastlanti

degigkeninin agagidaki olasiliklarini bulunuz.
i. P(X>83) ii. P(X<S8l) iii. P(X<80) iv. P(78< X < 82).
2. Ortalamasi © = 14 ve varyansi 02 = 4 olan X normal rastlanti
degigkeninin agagida verilen olasiliklar i¢in ¢ degerini bulunuz.
i. P(X<¢)=%95 it. P(X <c¢)=%5
iti. P(X <¢)=%99.5 iv. P(—c< X —3.6<c¢)=%99.9.
3. Belli bir insan grubunun, bag o6l¢iimii X’in gahislar arasinda normal
dagildigini kabul edelim. Grubun %50’si (X < 75) uzun kafal, %38’
(75 < X < 80) orta kafali, ve %4 i (80 < X)) yuvarlak kafahdir. X’in

ortalama ve varyansini bulunuz.

4. Bir basketbol oyuncusu faul atiglarinin ortalama olarak %60 inda say1

elde edebiliyor. Bir sezon boyunca 100 atig yapiyor.

1. 70 veya daha cok say1 elde etmesi olasiligini bulunuz.

2. Tam 60 say1 elde edebilmesi olasilig1 nedir.

5. Bir sinavda 10 soru soruluyor ve notlar 10 iizerinden degerlendiriliyor.
Verilen notlar ortalamasi p = 6.7 olan normal olasilik fonksiyonuna

uygun olarak dagiliyorlar ve P(X > 8) = 0.10 dur.

i. P(|X| < 7) olasihgimi bulunuz.



118

i1. En diigiik not alan %15 tigrenci icinde en yiiksek not nedir?

6. Normal dagilima uyan bir rastlanti degigkeninin 50’den kiigiik deger

almasi olasilig1 0.10 ve 100’den biiyiik deger almasi olasiligr 0.05tir.

i. P(X > 7) olasihgimi bulunuz?
it. P[(X <70)/(60 < X < 80)] olasihgini bulunuz?

iti. P(X > a) = 0.15 esitsizligini saglayan a degerini bulunuz?

. X siirekli rastlanti degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu, 1/\ =

1/50 olan iistel olasilik yogunluk fonksiyonuna uymaktadir. ¥ = 2X+1
rastlant1 degiskeninin olasilik yogunluk ve dagilim fonksiyonlarini bu-

lunuz?

Bir banliyo treni bir istasyona, programa gore saat 11.00 de varmak-
tadir. Bu trenin istasyona varma zamani olan X rastlanti degigkeni
10.55 — 11.10 araliginda degisen diizgiin dagilima uymaktadir. Trenin
programda belirtilen saatten en cok ii¢ dakika sonra istasyonda olmasi

olasiligin1 bulunuz?



Chapter 6

ORNEKLEM SECIMI VE
VERILERIN
DUZENLENMESI

Istatistik, verilerin toplanmasi, diizenlenmesi, takdimi, analizi ve bu ana-
lizlerle elde edilen sonuclarin yorumlanmasi ve bir karara baglanmasi ile il-
gilenir. Buna gore istatistigi ikiye ayirabiliriz:

i. Deskriptif (tasviri) istatistik,

#i. Indaktif (analiz edici, tiimevarimsal) istatistik.

Frekans dagilimlari, yer olgiileri (aritmetik ortalama, geometrik ortalama,
harmonik ortalama, kareli ortalama, mod, medyan,...), dagihm dl¢iileri (or-
talama sapma, standart sapma, varyans, degisim arahg, ...), carpiklik ve
basiklik gibi konular, verilerin 6zetlenmesi ve tasviri ile ilgili olduklarindan,
tasviri istatistigin konusuna girerler. Ornekleme teorisi, hipotez testleri, reg-
resyon ve korelesyon analizleri gibi konular ise indaktif istatistigi meydana

getirirler.
6.1 Orneklem Kavrami ve Secimi

Bir istatistiki aragtirmada, arastirmayi konu alan biitiin birimlere kitle

denir. Uygulamada bir kitlenin biitiiniiyle incelenmesi hem zaman hem de

119
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isglici bakimindan biiyiik giicliikler ve masraflar doguracagindan, cogu za-
man kitlenin tamami yerine bu kitleden alinan bir grubun incelenmesi yo-
luna gidilir. Bu gruptan elde edilen sonuclar biitiin kitleye genellestirilir.
Igte kitleyi temsil etmek iizere secilen séz konusu gruba orneklem denilir.
Ornegin, bir iiniversitedeki biitiin 6grenciler kitle, bu ogrencilerden alinan
100 kisilik bir sans grubu ise orneklemdir. Eger arastirmamizi bir fakiilte
icin yapiyorsak, fakiiltenin biitiin 6grencileri kitle, bu 6grenciler icerisinden

alacagimiz, ornegin, 30 kisilik bir grup 6rneklemdir.

Orneklem secerken, oOrneklem istenilen orammn altinda olmamalidir.
Orneklem kotii bir sekilde secilmigse, matematiksel ve istatistiksel metodlar
bizi istenilen sonuca gotiirmez. Orneklem seciminde en ¢ok dikkat edilmesi

gereken nokta orneklemin kitleyi temsil edici olmasidir.

6.2 Frekans Dagilimlar:

Bir aragtirmaya konu olan biitiin verileri

i. Gozlendigi sekilde (basit veri),
it. Her bir veriyi frekanslari ile belirterek (simiflandirilmig veri),

iti. Belirli araliktaki verileri frekanslar ile belirterek (gruplandirilmig veri)

diizenleyebiliriz.

Basit verileri biiytikliik sirasina gore de diizenleyebiliriz. Bunlara dizi
adin1 verecegiz.  Siiflandirilmig ve gruplandirilmig verilerde kullanilan
frekans (f), bir verinin tekrar sayisim gostermektedir. Ornegin, bir gézlemde
bir A olay1 7 defa goriilmiigse bu A olaymin frekansi 7 dir. Gruplandirma,

diger iki diizenlemeye gore daha kullanighdir.

Ornek 6.1 23 kigilik bir ogrenci grubunun ayakkabr numaralar: ile ilgile ve-

riler,

35,35, 37, 37, 37,37, 38, 38, 38, 38, 38, 40, 40, 40, 40, 40, 40, 41, 41, 41, 42, 42, 43
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olsun (bunlar basit verilerdir). Bu verileri siniflandirinaz.

Cozim 6.1 2 tane 35, 4 tane 37, 5 tane 38, 6 tane 40, 3 tane 41, 2 tane 42

ve 1 tane 43 numara ayakkabr oldugundan su sekilde siniflandirma yapilir:

Ayakkabr numarasy (X) | 85 37 838 40 41 42 43
Frekans (f) 2 4 5 6 3 2 1 | Toplam =23

Ornek 6.2 30 kisilik bir sinifta Matematik sinavinin sonuclars,
3,4,4,5,6,6,6,6,7,7,7,8,8,8,9,9,9,9,9,9,9,10,10,10, 11,11, 11,11, 11, 13

seklindedir (notlar 20 tzerinden verilmistir). Bu verileri gruplandiriniz.

Céziim 6.2

X| 35 6-8 9-11 12-14
4 10 15 1 Toplam = 30

~

Simdi verileri gruplandirmada kullanilan baz terimleri tanitalim:

Tanim 6.1 En buyik gozlem degeri ile en kucuk gozlem degeri arasindaki

farka, degigimin genigligi (veya degisimin biiyikligi) denir.

Ornek 6.2 deki gozleme gore degisimin bityiikligii (D.B): D.B =13 -3 =
10 olur.

Tanim 6.2 N tane verinin degisim buyikliaginin bolundigi araliklara sinaf

araliklary denir.
Ornek 6.2 deki 3-5, 6-8, 9-11, 12-14 her biri simf araligidir.
Tanim 6.3 Bir sinif araliginin iki u¢ noktasina swnaf limitlers denir.

Ornek 6.2 de 3-5 arahgindaki 3 ve 5 bu araligin simif limitleridir. Burada

3 ’e araligin alt limiti, 5 'e ise araligin iist limiti denir.
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Tanim 6.4 Bir sinaf araligimin alt limiti ile kendisinden onceki sinaf
araligimin ust limitinin aritmetik ortalamasina o swnaf araliginin alt sinurs;
kendisinin ust limiti ile kendisinden sonraki sinif araliginin alt limitinin a-

ritmetik ortalamasina da o sinif araliginin st sinare denir.

Ornek 6.2 deki smif araliklarinin sinirlarn 2.5-5.5, 5.5-8.5, 8.5-11.5, 11.5-
14.5 olur.

Tanim 6.5 Bir sinif araliginin merkezine veya sinif limitleri arasindaki orta

noktaya sinif ortasi (veya simaf degeri) denir.
Ornek 6.2 de 3-5 siuf araliginin sif degeri % = 4 dir.

Tanim 6.6 Gruplandirilmas bir veride her sinif araliginin ilk rakamina alt

sinaf ucu, son rakamina ise st sinif ucu denir.
Ornek 6.2 de, birinci grubun sinif uclar 3 ile 5 tir.

Tanim 6.7 Bir sinif araliginin alt ve st simrlary arasindaki farka sinaf

biuyuklugi denir.

Ornek 6.2 de gruplandirilmig verilerde birinci sinifin simif biytkligi, 5.5 —
2.5 = 3 tir.

Gruplamada hesap kolayligt bakimindan genellikle, gruplar esit
biiyiikliikte alinir. Bununla beraber, uygulamada farkh biiyiikliikte gruplar-
dan meydana gelen diziler yaninda, ilk veya son sinif araliklari acik olan grup-
lara da rastlanmaktadir. Gruplandirilmig verilerle matematiksel iglemler ya-
pabilmemiz icin, her bir sinif araligini bir say1 ile temsil etmek mecburiyetinde

kaliriz. Bu say1 sinif ortasi veya sinif degeri dedigimiz sayidir.

Nisbi Frekans: Verideki her bir frekansin toplam frekansa boliinmesiyle

nisbi frekanslar elde edilir. Bu frekanslar nisbi frekans dagulimani olustururlar.
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Ornek 6.2’ de gruplandirilmig veriler icin “nisbi frekans dagilimi1” asagidaki

gibidir.

Gruplar 3-5  6-8 9-11  12-14
Frekans 4 10 15 1 Toplam = 30
N.Frekans | 4/30 10/30 15/30 1/30 |1

Kimiilatif Frekans: Kiimiilatif, birikmig veya yigilmig manasina gelmek-

tedir. Kiimiulatif frekans, “..... den az kiimiilatif frekans ” ve den c¢ok
kiimiilatif frekans” olmak iizere ikiye ayrilir. Ornek 6.2 de gruplandirilmis

veriler icin bu kiimiilatif frekanslar asagidaki gibi olur.

...den az kiim. fre. || ....den ¢ok kiim.fre.
2.5 den az 0 2.5 den c¢ok 30
5.5 7 5.5 7 26
85 7 14 85 7 16
11.5 7 29 11.5 7 1
14.5 7 30 14.5 7 0

6.3 Frekans Histogrami ve Frekans Poligonu

Histogram bir dikdortgenler dizisidir. Bu dikdortgenlerin tabanlari grup-
landirilmig verilerdeki herbir simmifin siif biiyiikligiinii, ytikseklikleri ise
simif frekansini gosterir. Bu dikdortgenlerin iist kenarlarinin orta nokta-
lar1 birlegtirilmek suretiyle elde edilen grafige “frekans poligonu” denilir.
Frekans poligonu yatay ekseni, ilk siniftan bir 6nceki sinifin orta noktasiyla,
son siniftan bir sonraki sinifin orta noktasinda keser. Frekans histogrami ve

frekans poligonunun altinda kalan toplam alan birbirine esittir.

Ornek 6.3 Asagqidaki veriler, 100 ogrencinin istatistik dersinden aldiklars

notlary gostermektedir. Buna gore,

i. Bu verileri bir dizi haline getiriniz.

1. Notlarin degisim araligini bulunuz.
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111. 50 den az puan alan ogrenci sayrsint bulunuz.
w. 70 veya daha fazla puan alan 6grenci sayisine bulunuz.

v. Bu verileri, simf buyukligi 10 olacak sekilde gruplandirarak bir frekans

dagilimiy meydana getiriniz.

vi. (v).ci siktaki siniflandirma igin her simifa ait swnaf degerini ve sinif

sinarlaring bulunuz.

vii. Bu veriler igin, (v).ci siktaki siniflary dikkate alarak bir frekans his-

tograms ve frekans poligonu olusturunuz.

89 57 57 93 97 65 95 83 11 42
85 47 63 76 49 88 82 50 62 93
39 16 84 5, 87 56 39 49 10
77 81 99 13 48 57 89 55 73 86
35 66 79 8 72 91 39 9 8 66
58 65 81 84 43 62 95 58 64 17
93 7, 68 16 65 61 81 37 45 89
22 50 68 87 51 45 89 95 87 91
43 71 93 67 49 65 96 8, 79 17
80 93 65 89 99 6/ 55 62 86 69

Cozim 6.3 .

22 33 35 37 39 39 39 42 43 43
49 40 47 48 49 49 49 49 50 50
51 58 54 55 56 57 5T 57 58 58
61 62 62 62 63 64 64 65 65 05
65 65 66 66 67 68 68 69 70 71
71 72 73 78 T4 T4 76 76 76 T7
77T 79 079 80 81 81 81 82 84
84 84 84 85 85 86 86 87 87 87
88 89 89 89 89 89 91 91 93 93
93 93 93 95 95 95 96 97 99 99
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1. En kicuk sayr 22 ve en buyik sayr 99 oldugu icin degisim araligr 99—22 =
77 dar.

1e. 50 den az denildigi icin 50 dahil degildir. Bu sebeble 50 den az puan

alan ogrenci sayist 18 dir.

w. 70 veya daha fazla puan denildigi icin 70 dahil edilir. Dolayisiyla 70

veya daha fazla puan alan dgrencilerin sayist 52 dir.

v.  Once en kigik puans i¢ine alan ve biyikligi 10 olan birinci sinaf
olusturulur. Daha sonra diger siniflar olusturulur. Buna gére ilk sinaf
20 — 29 olursa diger siniflar séyle olacaktir: 30 — 39, 40 — 49, 50 — 59,
60—69, 70—79, 80—89, 90—99. Bu siniflarin i¢ine dusen puan sayilar:
tesbit edilerek dizinin frekanslar: bulunur. Boylece, veriler asagidaki

gibt gruplandurilr:

Siif araligr | 20-29 30-39 40-49 50-59 60-69 70-79 80-89 90-99
Frekans 1 6 11 12 18 16 22 14

vi. Bir sinifin alt siniriman bulunmast icin o sinafin alt ug degeri ile bir
onceki sinifin st uc degeri toplanir ve ikiye bolundir. Orneg“m 40 — 49
sinafinan alt siaere (40 4+ 39)/2 = 39.5 dur. Alt sinwra sumaf araliginin
buyukligi eklenerek st sinar bulunur. Dolayisiyla 40 — 49 sinsfinin st
stnare 39.5 + 10 = 49.5 olur. Swnuf degerini veya sinif orta noktasing

bulmak icin ise alt ve st sinif uclary toplanir ve ikiye bolindr.

Buna gore, yukaridaki dizinin her bir sinifi icin sinaf sinarlar ve sinaf

degerleri asagidaki gibi olur.

Swaflar  Alt smr  Ust sinar Swnaf degeri

20-29 19.5 29.5 24.5
30-39 29.5 39.5 34.5
40-49 39.5 49.5 44.5
50-59 49.5 59.5 54.5
60-69 59.5 69.5 64.5
70-79 69.5 79.5 74.5
80-89 79.5 89.5 84.5

90-99 89.5 99.5 94.5
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vit.  Yukardaoki gruplandirilmas verilerin frekans histogrami ve frekans

poligonu asagidaki sekilde gosterilmistir.

Sekil 6.1:
Dairesel Grafik: Bu grafigin nasil ¢izilecegini kisaca asagidaki 6rnekle

agiklayacagiz.

Ornek 6.4 Diinyanin kara kismanin alant 133.3 milyon km karedir. Dinyay:

olusturan biyuk kara parcalarinin alany ise:

Kara Parcalar: Afrika Asya K.Amerika S.S.C.B G. Amerika Okyanusya Avrupa
Alanlar (Milyon kmz) 30.3 26.9 24.3 20.5 17.9 8.5 4.9

dir. Bu verilerin dairesel grafigini ¢iziniz.

Coziim 6.4 Once kara parcalarinin toplam yuzol¢tumi dairenin merkez
agisinan 6l¢tst olan 360 dereceye bélindr, (360/133.3) = 2.7, daha sonra
bulunan 2.7 herbir kara parcasinin biyikligi ile carpilarak, dairesel grafikte

kara parcalarima karsilik gelen acisal bolge bulunur. Bununla ilgili grafik

asagidadar.
Kara Pargalar: Afrika Asya K.Amerika S.S.C.B G. Amerika Okyanusya Avrupa
Alanlar1 (Milyon km?) 30.3 26.9 24.3 20.5 17.9 8.5 4.9
Agilar(derece) 82° 73° 66° 55° 48° 23° 13°
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Sekil 6.2:

6.4 Yer Olgiileri (Ortalamalar)

Ortalamalar, istatistigin 6zetleme gorevini en ileri seviyede goren istatistik
olciilerdir. Ornegin, 1000 birimlik bir veri, 80 sinif veya 15 grup halinde
ozetlenebildigi gibi verinin ortalamasi alinmak suretiyle bu 1000 birimlik veri

bir tek birimle temsil edilebilmektedir. Ortalamalar baslica iki gruba ayrilir.

¢. Verilerin biitiin birimlerini icine alan ortalamalar: aritmetik ortalamalar,

geometrik ortamalar, harmonik ortalamalar ve kareli ortalamalardir.

12. Verilerin biitiin birimlerini icine almayan ortalamalar: medyan ve mod.

6.4.1 Aritmetik Ortalama

Tanim 6.8 . Bir gozlemde elde edilen X1, Xo, ..., Xx basit verilerinin ar-

itmetik ortalamasy X ile gosterilir ve

_ Xi+Xo++ Xy TX;

X = ,=1,2,.... N 6.1
N N ’ 1 ) ’ ) ( )

formiiluyle hesaplanar.
it. N tane veriden X1, X, ..., X, verilerinin frekanslar fi, fo, ..., fr (bu-

rada fi + fo+ -+ fr = N) olmak tzere siniflandvrilmas veriler icin
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aritmetik ortalama

> X
X = 2/ , i=1,2,...,r (6.2)
> fi
formiiliyle hesaplanar.
151 Gruplandirilmas verilerde ise aritmetik ortalama, Y1,Ys, ..., Y, sinif or-
tast ve fi, fo, ..., fr sunaf araligy frekansy olmak tzere
> Yo
X = , 1=1,2,..,r 6.3
> fi (6:3)

formiiliyle hesaplanar.

Ornek 6.5 63, 65, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 74, 75 dizisinin aritmetik ortala-

masint bulunuz.

Coziim 6.5 Bu dizide N = 10 dur. Buna gore, 3, X = 63 + 65+ 67 4+ 68 +
694+ 70+ 71+ 72+ T4 4 75 = 694 ve boylece, aritmetik ortalama:

=YX 694
X="—"=—-=0694
N 10 69

olur.

Ornek 6.6 30 kigilik bir orkestrada, herbir kisinin kac tane enstriman
caldrgr asaqidaki tabloda verilmistir. Enstriman calanlarin aritmetik ortala-

malarins bulunuz.

Ensriumanlarin saypisr | 1 | 2 | 3| 4|5
Frekans 1111015 3|1

Coziim 6.6 Veriler sinmiflandirilmas olarak verilmistir. Buna gore,

X f X
1 11 11
2 10 20
3 5 15
y 3 12
5 1 5
S F=30] Y fX =63
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tablosundan yararlanarak aritmetik ortalama,

xoZ/r By
f 30

olarak bulunur.

Ornek 6.7 Asaqida verilen gruplandirilmis veriler icin aritmetik ortamay:

bulunuz.

Swnaf aralige | 2-4 | 5-7 | 8-10 | 11-13
f 2 118 | / 1

Cozum 6.7 Verilen dizi gruplandirilmis oldugundan,

Swaf araligr | 'Y f 1Yy
2-4 3 2 6
5-7 6 13 78
8-10 9 4 36
11-13 12 1 12

T F=20] T fY =132

tablosu yapilabilir (Y nin sinif ortasi olduguna dikkat ediniz). Buradan iste-

nen aritmetik ortalama,

- Y 132
xo 2z _132_ o

> f 20

olur.

Aritmetik Ortalamanin Ozellikleri

t. Verideki birimlerin aritmetik ortalamadan sapmalarinin toplami sifirdir.

Yani,
S (X -0 =0
dir.



130

2. Dizideki birimlerin aritmetik ortalamadan sapmalarinin kareleri toplami

minimumdur. Yani, A verideki herhangi bir deger ise
DX =X <R (X - A)
olur.

it7. Aritmetik ortalama ug (anormal) degerlerin fazlasiyla etkisinde kalir.

Bu da arastirmaciy1 yanlig yargiya gotiirebilir.

w. Gruplandirilmig bir veride acik sinif bulundugu takdirde aritmetik orta-

lama hesaplanamaz.

6.4.2 Geometrik Ortalama(G)

Geometrik ortalama da aritmetik ortalama gibi verinin biitiin birimlerini

icine alan bir ortalama cesididir.

Tanim 6.9 . Bir gozlemde elde edilen X1, X, ..., Xy verilerinin geometrik

G= X1 X,.. Xy

ortalamast

formiiluyle hesaplanar.

1. Swnaflandirilmas verilerde ise, X1, Xo, ..., X, stnuf araliklarinin sinuf orta-
larv ve fi, fa, ..., fr araliklarin frekanslary (burada fi+ fo+---+f, = N)

olmak tzere

1
G = N\/X{IXQQ... Ir — Z—f(fllOgXl + fologXs + - -+ + frlogX,)

formiiliyle hesaplanar.

151, Gruplandirilmas verilerde ise, Y1, Ys, ..., Y, simf araliklarinin sinaf orta-
larv ve f1, fo, ..., fr araliklarin frekanslar (burada fi+ fo+---+f = N
dir) olmak izere

1
G =Yy, vl = Z—f(fllong + fologYs + -+ -+ frlogYy)
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formiiliyle hesaplanar.

Bu ortalama, geometrik diziler icin en ideal ortalama cesididir. Ancak,
veride sifir veya negatif deger bulundugu zaman geometrik ortalama anlamsiz

cikar.

Ornek 6.8 Asaqidaki verilerin geometrik ortalamasini bulunuz.

i. 3,9,27 i 2,4,8,16,32 iii. 1,4,9,17,30 iv. 4.2, 16.8

Cozim 6.8
i. G = (2)(4)(8)(16)(32) =
iii. G = (1)(4)(9)(17)(30) = 11.3
iv. G = /(4.2)(16.8) =8

Ornek 6.9 Asagqidaki verinin geometrik ortalamasini bulunuz.

X|1 4 10 20
fle s 2 1

Coziim 6.9 Once asaqidaki tabloyu yapalim.

X |1 4 10 20
fle s 2 1 |xnf=38
X1 64 100 20

Tablo yardimayla geometrik ortalama,

G = Z\VX{IXJZ...XT{”

G = /(1)(64)(100)(20)
G = /128000

olarak bulunur.
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Ornek 6.10 Asaqdaki frekans dagiliminin geometrik ortalamasini bulunuz.

Svnaf aralige | 1-5 | 6-14 | 15-25 | 26-40

f 2 3 4 3
Cozim 6.10
Svnaf aralige | 1-5 | 6-14 | 15-25 | 26-40
f 2 3 4 3 Y f=12
Y 3 10 20 33

Bu tabloya gore

G = E\f/ylf1Y2f2 . ,err

= ¥/(32)(10%)(20%)(33%)
= 11.b

bulunur.

6.4.3 Harmonik Ortalama(H)

Tanim 6.10 . Bir gozlemde elde edilen Xy, X,,..., Xn verilerinin har-
monik ortalamast
N N

H=+ 1 T 1
__|__+...+E ZZ

formiiluyle hesaplanar.

15 Swnaflandirilmas verilerde, Xy, Xo, ..., X, senaf araliklarinin sinaf ortalar:
ve fi1, fay ..., fr araliklarn frekanslary (burada fi + fo+ -+ fr = N

dir) olmak izere

N N
0= f1 f2 r = fi
wtotoots Xx

formiiliyle hesaplanar.



133

1i1i. Gruplandirilmis verilerde ise, Y1, Ys, ..., Y, sinif araliklarinin sinif orta-
larv ve f1, fa, ..., fr araliklarin frekanslar (burada fi+fo+---+f = N

dir) olmak izere

N N

~— I F r T« I
EvEv o+l oL

formiiluyle hesaplanar.
Harmonik ortalama genellikle hiz ortalamasinin hesabinda kullanilir.
Ornek 6.11 2,5, 10 verilerinin harmonik ortalamasini hesaplayiniz.

Cozim 6.11 Veriler bir dizi olarak verildiginden,

B ~1
H=[iew)] = () =5 =37

bulunur.

Ornek 6.12 Asaqidaki frekans dagiliminin harmonik ortalamasini bulunuz.

X|10 15 20 30
flr s 5 2

Coziim 6.12 Veriler siniflandirilmas olarak verildiginden

i F £
H = - 22 e 2
Sf [Xl + e ot X,
formiilinden,
1 3 5 217!
H = 11|—+—4+—4+Z2| =17
{10+15+20+30] 786
bulunur.

Ornek 6.13 Asaqidaki dagilimin harmonik ortalamasini bulunuz.

Sinaf amlzgjz‘ 10-20 20-30 30-40 40-50
f E } / 6
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Cozum 6.13 Veriler gruplandirilmas olarak verilmistir. Yeni bir tablo ya-

parak swnif ortalaring belirtelim:

Svnaf aralige | 10-20 | 20-30 | 30-40 | 40-50

f 2 4 4 6 > f=16
Y 15 25 35 45
Buradan,
2 4 4 61"
H = 16|—4+—+—4+— = 29.
615+25+35+45 9.63
bulunur.

Ornek 6.14 A, B ve C sehirleri birbirinden esit uzakliktadir. A dan B ye
30 km/saat, B den C ye 40 km/saat ve C den A ya 50 km/saat siratle

giden bir surticunun gezinin tamami i¢in ortalama hizint bulunuz.

Cozum 6.14 Hiz ortalamalarine bulmak icin harmonik ortalama kullanilur.
Buna gore
1 1 171

— 3|+ =+ | =384
3 30—1—40—1—50 38.46 km/saat

bulunur.

Ornek 6.15 Bir ucak 2500, 1200, 500 millik uzaklhklar: sirasiyla, 500, 400,

250 mil/saat siratle ugmusgtur. Bu u¢agin ortalama hizint bulunuz.

Cozim 6.15 Hiz problemidir:

2500 1200 5007
H = (2500 + 1200 + 500) |[—— +

20 L2 490 mil /saat
500 400 250 0 mil/saa

olur.

Ornek 6.16 Bir wsyerinde calisan & isc¢iden birt bir parcayr 10, ikincisi 15
digeri ise 30 dakikada yapmaktadir. Bu isciler bir is gununde bir parcay:

ortalama ne kadar zamanda yaparlar.

Cozum 6.16 Bu tip problemlerin ¢ézimd icin harmonik ortalama kullanalur.

H—3[1+1+1]1—15dk‘k
~ 210 " 15 "30) O cemme

bulunur.
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6.4.4 Kareli Ortalama (K)

Tanim 6.11 Kareli ortalama, veridek: birimlerin karelerinin aritmetik or-

talamasinin karekokiudur. Basit verilerde kareli ortalama,

X2
K = 2
n
formiiluyle, siniflandirilmas dizilerde,
2
o [2IX
> f
ve gruplandirilmas verilerde ise Y swnaf ortalari olmak tuzere,
V2
o [T
> f

formiiliyle hesaplanar.

Ornek 6.17 Asagqidaki sayilarin kareli ortalamalaring bulunuz.

i. 11,23,35 ii. —3,-1,0,4,6

Cozim 6.17 Basit veriler olduklarindan,

X2 112 + 232 + 352
K _ = :\/ 2435
n 3

Ko \/(—3)2+(—1)2+(0)2+(4)2+(6)2_\/6+1+16+36
N 5

0.

= 3.52

bulunur.

Ornek 6.18 Asaqdaki dagilvmain kareli ortalamasini hesaplayiniz.

X|7 10 12 13 15
fls s 5 2 2
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Cozum 6.18 Swnuflandiriimas veri oldugundan

X 7 10 | 12 | 138 | 15
f 3 3 5 2 2 =15
X2 | 49 | 100 144 | 169 | 225
FX2 | 147 800 720 | 338 | 450 | X fx* = 1995

tablosu yapilir. Bu tablodan yararlanarak

X2 1955
o= =X

—— =11.42
> f 15

bulunur.

Ornek 6.19 Asaqdaki dagilvman kareli ortalamasini bulunuz.

Smif araligs | —30 — (—=20) | —20 — (—=10) | =10 —0 | 0-10 | 10-20 | 20-30
f 55 50 45 30 [80 | 100

Cozum 6.19 Gruplandirilmis veriler oldugundan sinif ortalarine bulmak

gerekir.
Sinif arahg | -30-(-20) | -20-(-10) | -10-0 | 0-10 | 10-20 | 20-30
f 55 50 45 30 80 100 > f =360
Y -25 -15 -5 ) 15 25
y? 625 225 25 25 | 225 | 625
fY? 34375 11250 1125 | 750 | 18000 | 62500 | 3 fY? = 128000

Bu tablodan yararlanarak

Y2 12
K= =2 f 8000 _ 1586
S f 360

bulunur.

6.4.5 Medyan (Ortanca)

Medyan kelime manasi itibariyle “orta deger” demektir.
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Tanim 6.12 Bir dizinin elemanlaring kiucikten buyige veya biyukten kiucuge
swraladiqumaz takdirde tam ortaya digen degere (veya ortaya disen iki degerin

ortalamasina) medyan denir.

Basit ve siniflandirilmig verilerde medyani bulmak icin su yol takip edilir:
Xy, Xo,..., Xy verileri kiigiikten biiyiige (veya biiyiikten kiiglige) dogru
siralandiginda;

i. Eger N tek ise

Medyan = X
2
olur. Yani medyan, % terimdir.
1. Eger N cift ise
X, +X N
Medyan = %

olur. Yani medyan % ve % + 1. terimlerin aritmetik ortalamasidir.

Gruplandirilmig verilerde ise medyan asagida verilen egitlikle, enterpo-
lasyon yoluyla elde edilir:

%—Zfic

Medyan = L + 7

(6.4)

Bu formiilde,

Lq: Medyan sinifinin alt sinirini,
N: Toplam frekansi,

> fir Medyan simif arahigindan onceki simif araliklarinin frekanslar

toplamini,
fm: Medyan sinifinin frekansini,

c: Medyan sinifinin biiyiikligiini

gostermektedir.
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Ornek 6.20 Asaqidaki verilerin medyanint bulunuz.

i. 5,4,6,4,4,3,7,5,8 ii. 2/3,1/3,5/6,3/4,1/2,1/3,1/4
i, 1,1,1,2,2,2,3,3,5,5,8,8

Coziim 6.20 i. Once verilen veriler
3,4,4,4,5,5,6,7,8
seklinde biyuklik sirasina gore yazilir. Buradan

3,4,4,4,5,5,6,7,8

yani, ortadakt terim 5 oldugundan Medyan = 5 bulunur.

Diger bir diginisle, terim sayist N = 9 (tek) oldugundan M = 241

5. terim olan 5 medyandir denir.

1. Buyukluk sirasina koymak i¢in once paydalar esitlenir ve kuctukten buyige

dogru asaqidakt gibi siralanr.

3/12,4/12,4/12,6/12,8/12,9/12,10/12

Ortadaki terim 6/12 oldugundan Medyan = 6/12 = 0.5 dir.

1i.  Terim sayist N = 12 yani ciftlir. % = % = 6 oldugundan 6. wve
7.terimlerin aritmetik ortalamasi medyandir. 6.terim 2 ve 7.terim 3
oldugundan,
2+3
Medyan = — = 2.5
olur.

Ornek 6.21 Asagqrdaki dagilimin medyanine bulunuz.

x| 46 48 49 51 53 55 57 60
flo 12 11 6 8 10 12 2
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Cozum 6.21 Once asagidaki tabloyu yapalim,

X 46 48 49 51 53 55 57 60
f 9 12 11 6 8§ 10 12 2 | f=10
Kumaulatsf f| 9 21 32 38 46 56 68 70
N =70 ¢ift oldugundan medyan, N/2. ve (N/2) + 1. terimlerin aritmetik

ortalamasidir. Yani, 35. ve 36. terimler olan 51 ve 51 sayilarinin aritmetik

ortalamasr medyandir. Buna gore medyan=>51 dir.

Ornek 6.22 Asaqdaki tablo 1972 wyilinda Tirkiyedeki nifusun yas gru-

plarina gore dagiliminy gostermektedir. Medyant bulunuz.

Yaslar 0-4 | 5-9 | 10-19 | 20-29 | 30-39 | 40-49 | 50-59 | 60-64 | 65+
Niifus(100 bin) | 43 | 40 | 55 46 35 22 19 8 10
Coziim 6.22
Yaglar 0-4 5-9 10-19 20-29 30-39 40-49 50-59 60-64 654+
Niifus(100 bin) 43 40 55 46 35 22 19 8 10 N = 278
Kumilatif £ 43 83 138 184 219 241 260 268 278

N/2 = 278/2 = 139 oldugundan 139. terim ile 140. terimin aritmetik
ortalamast medyandir. Bu terimler (20 — 29) sinifinda oldugu i¢in medyan
sinafe (20 — 29) dur.

N _ )
Medyan = L1+27Eflc

Jm
esitliginde
Ly =(20429)/2 =195, > fi =138, f,, =46, c =10

oldugundan,

278

=2 — 10
Med =195+ 2———10=195+— =19.72 ~ 20
edyan + 16 + 16

bulunur.

Baz1 durumlarda medyan, aritmetik ortalamadan daha tutarhdir.
Ornegin, aylik gelirleri 3000000, 3000000, 2000000, 4000000, 3000000,
5000000, 8000000, 10000000, 6000000, 100000000 olan bir toplulugun
medyani 4 500 000; aritmetik ortalamasi ise 14400 000 dir. Goriildigi gibi,
medyan gercek durumu aritmetik ortalamaya gore daha iyi yansitmaktadair.
Buradan anlagilacagi gibi, medyan, aritmetik ortalama gibi u¢ (anormal)

degerlerden etkilenmez. Ancak veri sayisindan etkilenir.
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6.4.6 Mod

Tanim 6.13 Bir dizide en cok tekrar eden, yani frekanst en yiksek olan

degere mod denir.
Bir say1 dizisinde elemanlarin hepsi birbirinden farkl ise bu dizi icin mod
aranmaz. Ornegin, 5,7,12,13, 28,40, 35 say1 dizisinin modu yoktur.

Tanmimdan da anlasildigr gibi siniflandirilmig dizide mod en yiiksek
frekansa karsilik gelen X degeridir. Gruplandirilmig dizilerde ise mod,

agagidaki egitlikle hesaplanir:

Ay

Mod =L + ———
O 1+A1+A20

(6.5)

Bu formiilde,

Ly: Mod sinifinin alt sinirini,
Aq: Mod sinifi frekansinin bir 6nceki sinif frekanslarindan fazlaligini,
As: Mod sinifi frekansinin bir sonraki sinif frekanslarindan fazlahgini,

c: Mod siifinin biiyiikliigiinii gostermektedir.

Ornek 6.23 Asaqidaki sayr dizilerinin her birinin modunu bulunuz.

1. 14,15,16,16,18,16,16,15,17,15,14,17,13
1. 32,36, 39,33, 33, 36, 31, 36, 39, 37, 36, 39, 39
1e. 57,41,65,50, 58, 34,42, 38,46, 59, 33
Coziim 6.23 . 14,15,16,16,18,16,16,15,17,15,14,17, 13 dizisinde en fa-
zla tekraralanan terim 16 oldugu i¢in mod = 16 dir.

1. 32, 36,39, 39, 33, 36, 31, 36, 39, 37, 36, 39, 39 dizisinde 39 ve 36 sayilarinin
her ikiside 4 kere tekrarlanmastir. Dolayisiyla en ¢ok tekrarlanan terim

1kt tanedir. Bu sebeble bu dizinin ikt modu vardar.
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iii. 57,41,65,50,58, 34,42, 38,46, 59, 33, dizisinin modu yoktur.

Ornek 6.24 1977 yilinda Turkiye’de cezaevlerine giren hikimliulerin yas
gruplarna gore dagilime asagidaki gibidir. Mod nedir?

Yag gruplar: | 12-15 | 16-18 | 19-21 | 22-29 | 30-39 | 40-49 | 50-59 | 60-64 | 65+

f 500 1099 | 3133 | 12992 | 9365 | 6249 | 2122 | 380 432
Céoziim 6.24

Siif araligy | 12-15 | 16-18 | 19-21 || 22-29 || 30-39 | 40-49 | 50-59 | 60-64 | 65+

f 500 1099 | 3133 12992 || 9365 | 6249 | 2122 | 380 432

22 — 29 sinufe mod sinafidir. Yani, Mod 22 ile 29 arasinda olacaktar.
Ly = 215
Ay = 12992 — 3133 = 9859
Ay = 12992 — 9365 = 3627
c = 29-21=28

oldugundan,
9859
Mod = 215+ ——222 (8)=92735
¢ + 9859 1 3627 >

olarak bulunur. Yani, Mod 27 dir.

Ornek 6.25 Asaqidaki frekans dagilimainin modunu bulunuz.

Simif aralig: 150-154 155-159 160-164 165-169 170-174 175-179 180-184 185-189
f 3 8 12 9 12 5 2 1

Cozum 6.25 Bu dagilimda en biyik frekans iki ayre sinifa karsilik geldigi
icin mod sinifin hangisi olacagr bilinmez. Bu gibi durumlarda yeniden grup-

landirmaya gidilir.

Svnaf aralige | 150-159 | 160-169 | 170-179 | 180-189
f 11 21 17 3

Bu yeni dagilimda mod sinifs 160 — 169 sinafi olacagindan,

10
Mod = 159.5 + ——(10) = 166.64
0d =159.5 + 15— (10) = 166.6

olur.
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6.4.7 Ortalama, Medyan ve Mod Arasindaki Iligki

Tanim 6.14 Bir dizinin dagilim frekans egrisi merkezsel maksimumun
saqinda daha uzun uzantwa sehipse dagilim i¢in saga yatik(carpik), aksi

halde sola yatik(carpik) denir.
Dizinin durumuna gore, otalama, medyan ve mod arasinda:

i. Dizi simetrik ise, X = mod = medyan,
ii. Dizi saga carpik ise, mod < medyan < X,

iii. Dizi sola carpik ise, X < medyan < mod

iligkileri vardir.

Bu ii¢ yer oOlgiist arasinda

X — mod = 3(X — medyan) (6.6)
bagintis1 vardir.

Bir egride mod sinifindan onceki siiflarin frekanslar: toplami sonraki
siniflarin frekanslar1 toplamindan biiyiikse dizinin sola carpik oldugu, aksi

halde saga carpik oldugu soylenebilir.

Sekil 6.3:
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6.4.8 Kartiller, Desiller, Porsentiller

Kartiller, biiyiikliik sirasina konulmus bir diziyi dort esit kisma bolen
degerlerdir. Bir dizide ii¢ kartil mevcuttur ve ikinci kartil medyandir.Buna

gore n elemanl bir dizide,

Birinci kartil @ =
Medyan Q>
Uciincii kartil Q3 =

(n+1). deger
(n+1). deger (6.7)
(n+1). deger

B0 N[ = s =

ve siniflandirilmig dizide,

Birinci kartil  Q; = £ +3. deger
Medyan Q> = 3(n+1). deger (6.8)
Uciincii kartil Q3 = %. deger

olur.

Gruplandirilmig dizilerde ise,

C e . TN Y
Birinci kartil @y = L+ 470. deger
1

f
. . . ﬂfz fl v
Ikinci kartil @y = L+ “7==c. deger (6.9)
2
.. 3N )
Uclincii kartil Q3 = L + %Zf’c. deger
3

seklinde tanimlanir.

Desiller, biiyiikliik sirasina konulmug bir diziyi 10 esit kisma bolen

degerlerdir. Besinci desil medyandir.

Siiflandirilmig dizilerde,

Birinci desil D, = % + % deger
Ikinci desil Dy = 21—N + % deger (6.10)
Dokuzuncu desil Dy = % + % deger

seklindedir.
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Gruplandirilmig dizilerde ise,

C . . X->"Fi .
Birinci desil D, = L+ IOTC. deger
1
. 2NN g
fkinci desil Dy = M+Aﬁ§&;d@a 6.1)

. WS o
Dokuzuncu desil Dy = L+ L—“~==c. deger
9
olarak tanimlanir.

Porsentiller, biiyiikliik sirasina konulmug bir diziyi 100 esit kisma bolen

degerlerdir. Ellinci porsentil medyandir.

Siiflandirilmig dizilerde,

Birinci porsentil P = %o + % deger,
Ikinci porsentil P = f—]\é + % deger, (6.12)
Doksan dokuzuncu porsentil Py = % + % deger.
Gruplandirilmig dizilerde ise,
Birinci porsentil P :_m+ﬁ%§&;d@m
. AN g
Ikinci porsentil P, = L+ ngﬁc. deger (6.13)
Doksan dokuzuncu porsentil Pyg = L+ %Jf\’;;%c deger

olarak tanimlanir.

Ornek 6.26 1970 yulr sayrmana gore Turkiye’de nifusu 5000 den fazla olan

yerlerdek: isletmelerin isletme buyukligine gore dagilimi asagidaki gibidir.

Is.b. 0.5den az 0.5-0.9 1-1.9 2-2.9 3-3.9 4-4.9 5-9.9 10-19.9 20-49.9 50-99.9
Is. 18 17 21 12 7 6 12 7 5 1

1. Birinci, tkinci ve tucunci kartilleri bulunuz.
1. Uctinceu, besinci ve yedinci desillers bulunuz.

111, Kirkbesinci porsentili bulunuz.
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Coziim 6.26 i. Birinci kartil (QQ1), N/4; ITkinci kartil(QQs = medyan),
IN/4; Uciincii kartil (Qs), 3N/4 dir. N/4 = 106/4 = 26.5 ve birinci
kartil sinafo (0.5 —0.9) dur. Buna gére,

N/4—Efic

Q=1L+ For

formiilinde,
0.54+04
LEELE

dir. Buna gore birinci kartil,

=045, Y fi=18, fo, =17, ¢=09-04=05

26.5 — 18
Q1 =045+ TO.E) =0.70

olarak elde edilir. Bunun demektir ki, isletme buyikligu 0.7 hektar ve
daha kictk isletmelerin yiuzdesi %25 tir.

Gruplar 0.5den az 0.5-0.9 1-1.9 2-2.9 3-3.9 4-4.9 5-9.9 10-19.9 20-49.9 50-99.9
f 18 17 21 12 7 6 12 7 5 1
Kiim. f 18 35 56 68 75 81 93 100 106 106

N = Y f = 106 Ikinci kartil Medyandir. N/2 = 106/2 = 53 ve
medyan simafe (1 —1.9) dur.
N/2 — ;
Medyan = Ly + %c

formiilinde,
Ly =(1409)/2=0.95 > fi=35 fn=21, c=1

oldugundan,

93 — 35
21

olarak elde edilir. Bunun manasi, isletme buyukligi 1.81 hektar ve

Q2 = medyan = 0.95 +

(1) =1.81

daha kiicik isletmelerin yizdesi %50 dir.

3N/4 = (3(106))/4 = 79.5 wve dg¢inci kartil sinife 4 — 4.9 dur.

Dolaysiyla,
79.5 =75

12
olarak elde edilir. Bunun manasi, isletme biuyuklugi 4.33 hektar ve

Qs = 3.95+ (1) = 4.33

daha kicuk isletmelerin yizdesi %75 dir.
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i. Ugtineti desil (Ds3), 3N/10; Beginci desil (D5 = medyan), 5N/10; Yed-

inci desil (D7), TN/10 dir.

3N/10 - 5 f,
——C
st

formailinde, 3N/10 = 3(106)/10 = 31.8 ve dginci desil sinift 0.5 — 0.9

dur. Buna gore,

D3:L1+

D3 = 0.45 + ((31.8 — 18)/17)0.5 = 0.86

bulunur. Bu da, isletme buyukligi 0.86 hektar ve daha kucik isletme

yuzdesinin %30 oldugunu belirtir.

D5 = medyan = 1.81
olarak bir onceki sikta bulundu.

TN/10 = 7(106)/10 = 74.2 oldugundan yedinci desil sinife 3 — 3.9 dur.
Dolaysiyla,

D7 =2.95 + ((74.2 — 68)/7)(1) = 3.84

bulunur. Bu demektir ki, f§letme biuyuklugu 3.84 hektar ve daha kicik
isletme ylizdesi %70 dir.

Kurkbeginci pérsentil, (45N/100) dur. 45(106)/100 = 47.7 ve 45.

porsentil sinifs 1 — 1.9 dur. Buna gore,
Py =0.95 + ((47.7 — 35)/21)(1) = 1.55

olarak elde edilir. Bu da, isletmelerin %45 inde isletme biyikligi 1.55

hektar ve daha kicik olduguna isaret eder.

6.5 Dagilim Olgiileri

Uygulamada bir dizinin belirlenmesinde sadece yer olgiileri yeterli olma-

makta, dizideki birimlerin ortalama etrafindaki dagilim durumunu ortaya
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koymak gerekmektedir. Ornegin, ortalamalart egit iki dizi diigiinelim. Bu
iki dizinin hangisinde, birimlerin ortalama etrafinda daha sik, hangisinde
daha seyrek bicimde dagildigini bilmek isteriz. Ciinkii, birimlerin orta-
lama etrafinda daha sik dagildigi dizilerde, ortalamanin diziyi temsil giicii
daha yiiksektir. Bu durumun tesbiti i¢in dagilim 6lgiilerine ihtiya¢ duyulur.
Dagilim olgiilerinin en yaygin olanlar1 degisim araligi, ortalama sapma,

yari kartil araligi, standart sapma ve varyanstir.

6.5.1 Degisim Araligi

Tanim 6.15 Degisim araliqu (D.A) bir dizideki en biyik ve en kii¢ik deger

arasindaki farktir. Yans,
D.A = X020 — Xonin (6.14)
dir.

Degisim araliginin en biiylin dezavantaji dizideki biitiin birimlerin

hesaplamaya girmeyip, sadece iki degerle sonuca ulagilmasidir.

Ornek 6.27 Asaqrdaki dizilerin degisim araligini bulunuz.
.. 12,6,7,3,15,10,18,5

1. 9,3,8,8,9,8,9,18

iii. 8.772, 6.453, 10.624, 8.628, 9.434, 6.351

Cozim 6.27 Bu verilerin degisim araliklar:

i. DA = Xae — Xpin = 18 — 3 = 15,
. D.A =18 —3 =15,

wi. D.A =10.624 — 6.351 = 4.273
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olarak bulunur.

Ornek 6.28 Asaqidaki frekans dagiliminin degisim araligini bulunuz.

X\m 12 18 21 25 32 40
fls 7 6 108 4 2

Coziim 6.28 D.A = X,,ux — Xpin formilinden, D.A = 40 — 10 = 30

bulunur.

Ornek 6.29 Asaqdaki gruplandirilmas dizinin degisim araliging bulunuz.

Swaf aralige | 10-14 | 15-19 | 20-24 | 25-29 3’0—34‘
f 5 8 15 |10 |2 |

Coziim 6.29 D.A =34 — 10 = 24 dur.

Ornek 6.30 50 olcumden en buyigu 8.34 kg ve degistm araligr 0.46 kg olmast
halinde en kicik olcum kac kg dur.
Coziim 6.30 Degisim araligr formulu kullanilarak,

DA = X400 — Xpnin, 0.46 =8.34 — X, i, Xpnin = 8.34 — 0.46 = 7.88

bulunur.

6.5.2 Ortalama Sapma

Degigim araliginin dezevantajini onlemek amaciyla, biitiin birimlerin hesapla-
maya katilacagr olgiiler arastirilmig ve ilk olarak ortalama sapma formiili

geligtirilmigtir. Basit dizilerde ortalama sapma (O.S)

SIX-X]
n

0.5 (6.15)
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esitligi ile verilir.Simiflandirilmig ve gruplandirilmig dizilerde ise ortalama sap-

may1 hesaplamak icin,

_ X fIX - X]

0.5
> f

(6.16)

formiuli kullanilir.

Ortalama sapmanin en 6nemli 6zelligi medyan etrafindaki ortalama sap-
manin minimum olmasidir.  Yani, > |X — a| veya Y f|X — a| toplam

a = medyan oldugu zaman minimum olur.

Ortalama sapmanin dezevantaji, hesaplamada mutlak deger kullanmak

sebebiyle bu ol¢timiin matematik iglemlere elverigli olmamasidir.

Ornek 6.31 {3,7,9,5} kiimesinin ortalama sapmasini bulunuz.

Coziim 6.31 X = %X = % = 6 olarak bulunur. Buradan,
X 3 7 9 5
XX [36|76]|96]|56

X-X||g8 (1 |3 |1 |Z|IX-X|=8

tablosu yapilir. Bu tablo yardimayla,

SIX-X_8_,
n 4

0.5 =

bulunur.

Ornek 6.32 Asaqrdaki frekans dagilimlarinin ortalama sapmalaring bu-

lunuz.

Swnaf araligr | 60-62 | 63-65 | 66-68 | 69-71 | 72-7}
f 5 18 42 27 8
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Coziim 6.32 i. Once asaqidaki tabloyu yapalim.

X 20 30 10 50 60 70 80
f 3 5 10 11 7 3 1 E f =40

X 60 150 400 550 420 210 80 E fX = 1870

X — X| 26.75 | 16.75 | 6.75 3.25 13.25 | 23.25 | 33.25

fIX —X| | 80.25 | 83.75 | 67.50 | 35.75 | 92.75 | 69.75 | 33.25 | f|X — X| = 463.00

Bu tabloya gore,

_ S FX 1870
¥ o 6.75
S fIX - X| 463
S o= =1 Tl 2.
0.5 S 7 0 575

bulunur.

Smuf araligr | 60-62 | 63-65 | 66-68 | 69-T1 | 72-74

f 5 18 |42 |27 |8 Y f =100

X 61 |64 |67 |70 |73

fX 305 | 1152 | 2814 | 1890 | 584 | > fX = 6745
X — X| 6.45 | 3.45 | 045 | 255 |5.55

fIX — X| 32.25 | 62.10 | 18.90 | 68.85 | 44.40 | f|X — X| = 226.60

Bu tablo yardimayla,

_ S FX 6745
=7 oo = 6745
Y fIX —X| 22.5
0. =7 o0 65

olarak bulunur.

6.5.3 Yar1 Kartil Aralig:

Tanim 6.16 Yar: kartil araligr, tcunci kartil ile birinci kartil arasindaki

mutlak farkwn yarisidir, yani

Q = L”;Ql (6.17)

dir.
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Bu dagilim 6l¢iisii, degigim araligina gore ug degerlerden daha az etkilenir.
Bununla birlikte hesaplamaya biitiin birimlerin katilmamasi bu dagilim

olciisii icin bir dezevantajdir.

6.5.4 Standart Sapma ve Varyans

Standart sapma, uygulamada en fazla kullanilan dagilim Olciisiidiir. Basit

bir dizinin standart sapmasi,

- EETLEE R

n n

formiiliiyle hesaplanir. Formiilde ortalamadan sapmalarin karesi alinmak
suretiyle mutlak deger alinmasina ihtiya¢ kalmamig, ortalama sapmanin
“matematik iglemlere elverigli olmama” dezevantaji bu dagilma olgiistinde

boylece ortadan kaldirilmigtir.

Siiflandirilmig ve gruplandirilmig dizilerde standart sapma,

D =X |zsxr (XY
S J =7 _J >/ (m) (6:19)

formiiliiyle hesaplanir.

Uygulamada genellikle 6rneklem standart sapmasi icin s, kitle standart
sapmasl i¢in ise o sembolii kullanilir. Ayrica kiigiik 6rneklemlerde (n < 30),n
yerine (n — 1), smiflandirilmig dizilerde (3 f) yerine (3 f — 1) kullanilir.

Varyans, standart sapmanin karesidir. Orneklemler icin s2, kitleler icin
o? sembolii kullanilir. Standart sapma kg, m, c¢m, ... gibi 6l¢ii birimiyle ifade

edildigi halde varyans icin herhangi bir 6l¢ii birimi kullanilmaz.

6.5.5 Degisim Katsayisi

Gerek standart sapma gerekse diger dagilim oOlgiileri, 6lcii biriminden
bagimsiz degildirler.  Bundan dolayr ayni dizi farkli 6l¢ii birimleriyle

ifade edildiginde degisik standart sapma degerleri elde edilecegi gibi, farkh
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olcii birimleriyle ifade edilmis iki ayr1 dizinin karsilagtirilmasi da yaniltici
sonuclar verecektir. Iste dagilm odlcillerinin bu dezevantajlarim gidermek
icin Degigim Katsayis1 (D.K) gelistirilmisgtir. Bu katsayida mutlak dagihm
yerine nisbi dagilma esas alinmigtir. Yani, degigsim katsayisinda standart
sapma mutlak olarak degil X in yiizdesi olarak ifade edilmigtir. Degigim
katsayisi,
s

D.K = < (6.20)

esitligi ile hesaplanir. Kolay anlagilmas1 bakimindan bazen bu katsay1 100 ile

carpilarak ifade edilir.

Ornek 6.33 Asaqidaki kimelerin standart sapmalarine ve varyanslaring bu-

lunuz.

i. {1,2,3,4,5,6,7}

ii. {12,6,7,3,15,10,18,5}
Coziim 6.33 . Standart sapma formulinden,
F(X—X)? \/EX2 (2X>2
S = = —
n n n

X |[1|21314 |6 |6 |7 |XX=28
X211 41916] 25|36 49| > X?=140

140
7

S —_=

28 2
<7> = V20— 16 =2

bulunur. Varyans ise s> = (2)* = 4 dir.

x 2|6 |7 13l15 |10 18 |5 | =x=16
X2 1441361499 225] 100] 324 | 25| = X2 =912

S =

8
dir. Varyans ise s> = (4.87)? = 23.4247 olur.

2
% _ <E> — V114 —900.25 = 4.87
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Ornek 6.34 Asaqdaki siniflandirilmas ve greplandirilmas dizilerin standart

sapmalaring, varyanslarin, ve degisim katsayilaring bulunuz.

x| sl o] 16] 18] 24
Fl513 |5 |10]5

Svnaf aralige | 10-14 | 15-19 | 20-24 | 25-29 | 30-3
f 6 6 10 9 9

Cozum 6.34 (6zim icin bazi degerleri hesaplamak icin dnce asagidaki

tabloyu yapalim,

X 8 10 | 16 18 24
f 5 3 5 10 5 > f=28

X |40 | 30 | 80 180 | 120 || > fX =450
FX2] 320 300 | 1280 | 8240 | 2880 || 3 fX? = 8020

Buldugumuz toplamlary formdilde yerlerine koydugumuzda, standart

sapma,

2 f

L sz(X—XV :sz ) (ZfX>2
=7 >/

8020 450\ 2
= /— — [ =) = /286.43 — 258.28 = 5.31
s /¢28 <28> \/286.43 — 258.28 = 5.3

olarak elde edilir. Varyans standart sapmanin karesi oldugundan,
varyans = s*> = (5.31)% = 28.1961
olur. Ortalamanin

- X 4
X:&:2:16.07

xf 28
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oldugu dikkate alinarak, degisim katsayise,

0.31
D.K = ——(100) = 33.04
16.07( 00) = 33.0

olarak bulunur. Yani, standart sapma aritmetik ortalamanin %33.04
tdur. Bu sonuca gore verilen dizideki dagilim ortalama etrafinda daha

stk bir dagilim gostermastir.

Smif aralig1 | 10-14 | 15-19 | 20-24 | 25-29 | 30-34

f 6 6 10 9 9 S f =40

X 12 17 22 27 32

X 72 102 | 220 |243 | 288 |2 fX =925
fXx? 864 | 1734 | 4840 | 6561 | 9216 | . fX? =23215

23215 925\ 2
s \/ 0 <4o> V/580.38 — 534.77 = 6.75

Varyans,
varyans = s* = (6.75)? = 45.56

olarak bulunur.

Y X 925

X==—"=—=23.125
S f 40
ve degisim katsayist da,
6.75
D.K = ———(100) = 29.1
23.125( 00) 919

olur.

Ornek 6.35 Bir okulun A ve B sinafindaki ogrencilerin boylary ol¢ulmais ve

boy ortalamalar: siraswyla 162 ¢cm ve 165 e¢m ve standart sapmalar: 5 cm ve

6 c¢m olarak hesaplanmastir. Bu sonuclara gore, hangi sinifta boy dlgiler:

ortalama etrafinda daha sik dagilmastir?

Coziim 6.35 (D.K)4 ile A’mn degisim katsayisine gésterelim. Bu durumda

5
D.K) 4 = —(100) = 3.
(D.K)a 162( 00) = 3.09
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olur. (D.K)p ile B’mun degisim katsaysini gésterelim. Bu durumda da

6
D.K)g = —(1 = 3.64
( )B 165( 00) = 3.6

olur. (D.K)s < (D.K)g oldugundan A simifindaki boy dl¢ileri ortalama
etrafinda daha sik dagilmistir.

6.6 Dagilimin Sekli

6.6.1 Momentler

Tanim 6.17 Bir X; degiskeninin sifir etrafindaki r.inci momenti,

M, = =X (6.21)
n

formiiluyle bulunur.

Sifir etrafindaki birinci moment icin » = 1 dir ve bu moment aritmetik orta-

lamaya egittir.

Tanim 6.18 Bir dizinin aritmetik ortalama etrafindaki r.inci momenti,

M, = A=A (6.22)

esitligi ile hesaplanar.

Bir dizide birimlerin aritmetik ortalamadan sapmalarinin toplami sifir
oldugundan, ortalama etrafindaki birinci moment AM; = 0 dir. Ortalama

etrafindaki ikinci moment ise varyansi verir, yani M, = s? dir.

Tanim 6.19 Swniflandirilmis ve gruplandirilmis dizilerde sifir etrafindaki

r.inct moment,

XX
M o= S (6.23)
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formiiliyle, ortalama etrafindaki r.inci moment ise

X - X)
> f

M, (6.24)

formiiluyle hesaplanar.

Tanim 6.20 X, f(X) yogunluk fonksiyonuna sahip sirekli rastlants

degiskeni ise r.inct mertebeden moment,
M, = / XTF(X)dx (6.25)

formiiluyle hesaplanar.

Ornek 6.36 {4,7,5,9,8,3,6} kiimesi icin sifir etrafindaki birinci, ikinci,

tctuncu ve dordunci momentler: bulunuz.

Cozum 6.36 Birinci moment ayni zamanda aritmetik ortalamadir. Buna

gore,

DX _ 4474549484346 _ ¢

n 7 -

L . X2 2,72 15210212122 a2

Ikinci moment = Zn = 44745 +97 8T — 4,
X3 31731 %3,03.131231 43

X7 450t st st6t _ ogg

Uctinct moment = =
n 7

4
Dordincd moment = ZnX = @ = 2188

Birinci moment =

olarak bulunur.

Ornek 6.37 {4,7,5,9,8,3,6} kiimesi i¢in ortalama etrafindaki birinci, ik-

inct, uctuncu ve dordunci momentler: bulunuz.

Coziim 6.37 Ortalama etrafindaks birinci moment,

M, - 2 =X
(4—g)+(7—6)+(5—6)+(9—6)+(8—6)+(3—6)+(6—6)

= =0
7 ’

tkinci moment,

S(X—-X)?2 44+14+1+9+4+9+0 28
M2 = = 7 :7:4,
n
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tucunctu moment,

E(X—X)3_—8+1—1+27+8—27+0_0

M. =
3 n 7 )

dordinct moment,

X-X)* 16+1+1+81+1 1 1
M4:z( ):6+++78+6+8 :gz%
n

bulunur.

Ornek 6.38 Asaqrdaki dagilim igin ortalama etrafindaki ilk dort momenti

bulunuz.

x|i12]14]16) 18] 20| 22
Fl1 1416 107 ]2

Coziim 6.38

X 12 14 16 18 20 22
£ 1 4 6 10 7 2 Z f =30

X 12 56 96 180 140 44 z fX =528

X - X 5.6 3.6 1.6 0.4 2.4 1.4

f(x — X) 5.6 14.4 9.6 4.0 16.8 8.8 > X -X)=00

f(x —x)% | 31.36 51.84 15.36 1.60 40.32 38.72 > f(X = X)2 =179.20
f(x —X)3 | -175.616 | -186.624 | -24.576 | 0.640 96.768 170.368 > F(X = X)3 = —119.040
F(x = X)% | 983.4496 | 671.8464 | 39.3216 | 0.2560 | 232.2432 | 749.6192 || ) f(X — X)* = 2676.7360

Dagiliman aritmetik ortalamasa,

- > fX 528
X=="—=—=176
> f 30
dir. Ortalama etrafindaki birinci moment,
XX - X)
My ==——==0,
1 > f

tkinci moment,

Y X —X) 179.2
> f - 30

= 5.97,

ucuncu moment,
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dordinciu moment,

My =

olarak elde edilir.

Y A(X - X)* _ 2676.736

X f

30

= 89.2245

Ornek 6.39 Asagqrdaki dagilimin ortalama etrafindaki ilk ¢ momentini

hesaplayiniz.
Sine aralign | 3-5| 6-8 | 9-11 | 12-14 | 15-17
f 4 6 10 8 2
Coziim 6.39
_ X 294
X = L/X =—=028
> f 30
Sinif araligr | 3-5 6-8 9-11 | 12-14 15-17
X 4 7 10 13 16
f 4 6 10 8 2 >f=30
X 16 42 100 104 32 S fX =294
(X-X) |-58 28 02 |32 6.2
F(X-X) |-232 -16.8 20 | 256 12.4 SAX-X)=0
F(X—X)2 | 13456 |47.04 | 040 [81.92 | 7688 |3 f(X— X)2=340.80
F(X —X)? | -780.448 | -131.712 | 0.080 | 262.144 | 476.656 | 3_ f(X — X)3 = —173.280
Ortalama etrafindaki birinci moment,
X-X
> f
ikinci moment,
Ao — Y (X —-X)? 3408 1136
S >
tucunctu moment,
X—-X)» —173.28
M; X/ ) = = —5.776

olarak bulunur.

X f

30
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6.6.2 Carpiklik ve Basiklik

Ortalamaya gore iiciincii momente, simetrik olmayigin Ol¢iisii denir. Yani,

carpiklik, bir dagilimda simetriden ayrilisin derecesidir.

Dagilimin frekans egrisi merkezsel maksimumun saginda daha uzun
uzantiya sahipse dagilim icin saga yatik ya da pozitif yatikliga sahiptir denir.
Bunun tersi bir durum varsa sola yatik ya da negatif yatikliga sahiptir denir.

Simetrik ve simetrik olmayan dagilimlar asagidaki sekillerde gosterilmistir.

Sekil 6.3:

Pearson Carpiklik Katsayisi

Simetrik bir dizide X, mod ve medyan birbirine esit olmadiginda, bu degerler
arasindan, goriillen farklilasma carpiklik icin bir Ol¢ii olugturmaktadir.
Bu noktadan hareketle Pearson tarafindan asagidaki iki carpiklik ol¢iisii

gelistirilmigtir:
3(X — Med
Carpikhik = ( edyan) (6.26)
s
X — Mod
Carpikhik = i (6.27)

S

Bu carpiklik olciileri sifir ise dagilim simetriktir, sifirdan biiyiikse dagilim

saga carpik, kiiciikse sola carpiktir.
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Moment Carpiklik Katsayisi

Yukaridaki iki ol¢i yaninda uygulamada coklukla kullanilan bir diger
carpiklik olciisii de “moment carpiklik olgiisi” diir.  Bu olci orta-
lama etrafindaki iiciincii momentin, standart sapmanin iiciincii kuvvetine
boliinmesiyle elde edilir. Yani,

M
diir. Simetrik dagilimlarda moment carpiklik olciisi sifirdir. Eger o > 0 ise

dagilim saga carpik, a < 0 ise dagilim sola ¢arpiktir.

Kartil Carpiklik Katsayisi

Herhangi bir dagilima ait kartil degerleriyle de sozkonusu dagilimin sekli
hakkinda fikir sahibi olunabilir. Kartillerden yararlanmak suretiyle belli bir
dagilimin carpikhig,

Kartil ¢arpiklik katsayisi = (@ = Qo) = (@2 = Q1) (6.29)

Q?)_Ql

formiiliiyle hesaplanir.

Basiklik

Basiklik bir dagilimin diklik(sivrilik) derecesinin dlciisiidiir. Bu konuda kul-
lanilan en yaygin olcii “moment basiklik 6l¢iisii” diir. Moment basiklik olciisii
ortalama etrafindaki dordiincii momentin standart sapmanin dordiincii

kuvvetine boliinmesiyle elde edilir, yani,

M. M.
L (6.30)

gy = 84 (M2)2

dir. a4 = 3 oldugu takdirde yiiksekligin normal oldugu soylenir. a4 > 3 ise

dagihm dik, ay < 3 ise dagilim basiktir.

Ornek 6.40 Asaqdaki dagiliman,
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. Pearson carpiklik katsayising,
1. Kartil carpikhk katsayisina,
1. Moment carpiklik katsayisin,

1w. Moment basiklik katsayisine hesaplayiniz.

X | 10|20\ 30| 40| 50
f 18 21015 |2

Codziim 6.40 i,

3(X — Medyan)

Carpiklhlk =
s
X — Mod
Carpiklhlk = 4ol
s
X 10 | 20 30 40 50
f 8 25 10 5 2 > f=50

X 80 | 500 300 | 200 | 100 || > fX =1180
Kim.f| 8 33 43 48 50
fX? 800 | 10000 | 9000 | 8000 | 5000 | 3 fX? = 32800

¢ _TIX 180
X = ST == = 23.6

Mod = 20, Medyan = 20

X2 (2fX 2_¢32800 1180\?
© T J > f _<Zf> V50 _<50> = 9.925

X — Med 23.6 — 2
Carpiklik = 3( edyan) = 3(23.6 0) =1.09
S 9.952

X - Mod  23.6 — 20
Kk = _ _0.
Carpihly s 9950 036
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1. Kartil carpiklhk katsayise,
(@3 — Q2) — (Q2 — Q1)

Kartil carpikhk katsayist =

Q3 — 1
X 10 20| 30| 40| 50
f 8 1251 10]5 |2 [ f=50
Kum.f| 8 | 33| 43| 48| 50
Birinci kartil, Qi =% 2 =12.5,
Ikinci kartil, Q=2 = EQ;%SO; = 25, (6.31)
oL . 3)(50
Uciinct kartil, Q3 = % T =375

dir. Buna gore
Q1 =20, Q2=20, @3=30

o (30-20)— (20-20) _

Kartil carpikhk katsayist =

30 — 20

olarak bulunur.

X 10 20 30 40 50

f 8 25 10 5 2 E f =50

X - X -13.6 -3.6 6.4 16.4 26.4

(X — X)3 -2515.456 -46.656 262.144 4410.944 18399.744

f(X — X)3 | -20123.648 | -1166.400 | 2621.440 | 20054.720 | 36799.488 E f(X — X)3 = 40185.600

Uctinct moment,

Y (X —X)®  40185.6
M; = ( ) = = 803.712
> f 50
s = 9.952 oldugundan s® = 985.669 olur. Biylece moment carpiklk
katsayst,
M;  803.712
a3 =— = = 0.815
S 985.669
seklinde bulunur. Buna gore, dagilimin saga carpik oldugu soylenir.
1.

X 10 20 30 40 50

f 8 25 10 5 2 > =50

X - X -13.6 -3.6 6.4 16.4 26.4

(X — X)% 34210.2016 167.9616 | 1677.7216 | 72339.4816 | 485753.2416

f(x — X)* | 273681.6128 | 4199.04 16777.216 | 361697.408 | 971506.4832 Z f(X — X)* = 1627861.76
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Dordiunci moment,

Y (X —X)* 1627861.76
N > f 50

ve s* = 9809.38 oldugundan, moment basiklik katsayise,

= 32557.24

M,

M, 32557.24
Bl kb N Y
M T T 9800.38

olarak bulunur. Sozkonusu katsayr dagiliman normale gore dik oldugunu

belirtmektedir.

6.7 Problemler

1. Asagidaki verileri bir dizi haline getiriniz ve degisim araligini bulunuz.

99, 100, 102, 101, 98,103, 100, 102, 99, 101

2. 6,8,5,7, dort iscinin giinliik ¢caligma saatleridir:

i. Aritmetik ortalamasini,

1. Geometrik ortalamasini,

17¢. Harmonik ortalamasini,

1w. Mod ve medyan degerlerini,
v. Degigim aralhigini,

vi. Standart sapma ve varyansini
hesaplayiniz.

3. Bir 6grencinin sinav sonuclari1 83, 92, 69, 65, 89, 74, 70, 82 dir. ortalama

degeri bulunuz?

4. 200 ogrencinin sinav sonuclarinin aritmetik ortalamasi 55.2 ve 300
ogrencilik diger bir grubun sinav sonuclarinin aritmetik ortala-
masida 60.5 olarak bulunmusgtur. 500 6grencinin birlegtirilmig kiimesi

diigiiniildiigiinde sinav sonuclarinin aritmetik ortalamasini bulunuz?
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10.

11.

12.

. A ve B ile nitelendirilen iki siiftaki 65 6grencinin matematik sinav

sonuclarinin ortalamasi 68 dir. A simifindaki 30 6grenci icin ortalama

61 ise B sinifindaki 27 ogrencinin sinav sonuclarinin ortalamasi nedir?

23 deneylik bir kiimenin ortalamasi 3 ve karelerinin toplaminin ortala-

mas1 90 ise bu kiime icin standart sapmay1 bulunuz?

Aritmetik ortalamasi 5 ve geometrik ortamasi 4 olan iki sayiy1 bulunuz?

Agagidaki frekans dagiliminin geometrik ortalamasimin bulunuz.

Siif araligi  Frekanslar

0-4 8

9-9 10
10-14 20
15-19 35
20-24 15
25-29 10
30-34 3

Bir ugak 2300 km. lik u¢usunda yolun ilk 1/3’inii ve son 1/3’linii
saatte 350 km hizla, ortadaki 1/3’liik yolu 400 km. lik hizla gittigine

gore ucagin hiz ortalamasi nedir?

3,5,2,6,5,9,5,2,8,6 olctimleri icin aritmetik, geometrik ve harmonik

ortalamay1, medyan ve mod’u bulunuz.

6,7,10,11, 14,15, 16, 21 sayilar1 i¢in aritmetik, geometrik ve harmonik

ortalamay1, medyan ve mod’u bulunuz.

217,011,217.009,217.006,217.012, 217.005 sayilar1 i¢in aritmetik, ge-

ometrik ve harmonik ortalamayi, medyan ve mod’u bulunuz.



165

13. Asagidaki veriler i¢in aritmetik, ortalamay1, medyan ve mod’u bulunuz.

X
93-97
98-102
103-107 | 12
108-112 | 17
113-117 | 14
118-122
123-127 | 3
128-132 | 1

60

14. 40 ogrencinin boy uzunluklar iizerinde yapilan bir aragtirma sonunda
agagidaki ol¢giimler alinmigtir. Bu ol¢iimlerin aritmetik, ortalama’sini,

medyan’nin1 ve mod’unu bulunuz.

Uzunluk (X) | f
118-126 3
127-135 3
136-144 9
145-153 12
154-162 D
163-171 4
172-180 2

40

15. Asagidaki veriler icin degisim araligini, ortalama sapma, standart
sapma ve varyansi bulunuz.
. 3,95,6,9,10,13, 15,16, 18, 20,
1. 3,8,8,8,8,9,9,9,15, 18,
1. 61,63, 64,65, 66, 66,68, 72,
w. 119,120,123, 125,126, 127,127,132, 134,135
16. 2,3,6,7,8,11,13, 14, 15 sayilar icin sifir ve ortalama civarindaki ilk ti¢

momenti bulunuz.
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17. Bir yiiksek okuldaki 100 6grencinin agirlik dagilimi agagidaki tabloda

verilmigtir.
Agirhk (kg)
60-62 5
63-65 21
66-68 45
69-71 27
72-74

1. Sifir civarindaki,
7. Ortalama civarindaki,

111. a = 65 noktas: civarindaki
momentleri bulunuz.

18. Bir onceki problem icin basiklik ve carpiklik katsayilarini bulunuz?



Chapter 7

ORNEKLEM DAGILIMLARI
VE PARAMETRE TAHMINI

7.1 Kitle ve Orneklem (Ornek)

Istatistigin Gnemli bir gorevi kitle parametrelerinin (ortalam, standart
sapma, varyans, vs...) orneklem degerleri(6rneklem istatistikleri) yardimiyla
tahmin edilmesidir. Uygulamada, bitiin kitlenin incelenmesi ¢ogu zaman
miimkiin olmaz. Bunun yerine s6z konusu kitleden alinan bir sans 6rneginin
incelenmesi yoluna gidilir. Elde edilen 6rneklem degerlerinin kitle parame-
tresi yerine kullanilabilmesi i¢in iki 6nemli sart vardir. Birincisi, 6rneklemin
“sans ornegi” olmasi, yani kitledeki her birimin ornekleme girme sansinin
esit olmasi, ikinci sart ise “Orneklemin yeterince biiyiik” olmasidir. Bu ikinci

sarta gore kitle bliylidiikce ornelemin de biiyiik tutulmas: gerekecektir.

Ornekleme ya yerine koymali(iadeli) yada yerine koymamali(iadesiz) olur.
(ekilen birimin kitleye tekrar iade edilmesi halinde “iadeli ornekleme”, aksi
halde “iadesiz ornekleme” s6z konusudur. Herhangi bir kitle birimi, iadeli
orneklemede Ornege bir kag kere girebilecegi halde iadesiz 6rneklemede bir

kere girebilir.

Ornekleme ya sinirli veya sinirsiz kitleler i¢in yapilir. Orneklemenin iadeli

olarak yapildigi kitle sinirsiz kabul edilir.

167
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7.2 Orneklem Dagilimlari

Bir kitleden alinan sans orneklerinin her birisi i¢in ornek istatistikleri hesa-
plandiginda 6rnek dagilimlari ortaya cikar. Ornegin, her bir érnegin ortala-
masi hesaplanmigsa elde edilen X; dagilimi “Ortalamalarin Ornek dagilimi”
dir.  Aymi gekilde, her Ornek icin p oranlar1 hesaplandiginda “Oranlarin
Ornek dagilimi” elde edilmis olur. Iki ayr kitlenin karsilagtirilmasi sézkonusu
oldugunda ise farklarla ilgili ornek dagilimlar: ortaya cikar. her iki kitleden
alinan ny; ve ny biiyiikliigiindeki 6rneklerin ortalamalar: hesaplanmig ve bu
X, ve X degerleri arasindaki farklar belirlenmigse elde edilen dagilhm “Or-
talamalar Arasi Farklarm Ornek Dagilmi”dir. Aym sekilde, bu kitlelerden
alinan ornekler icin oranlar hesaplanmis ve bu oranlarin kitleler itibariyle
gosterdikleri farklhiliklar ortaya konulmugsa, elde edilen dagilim “Oranlar

Arasi Farklarm Ornek Dagilim1”dur.

7.2.1 Ortalamalarin Orneklem Dagilimi

Tanim 7.1 Ortalamalarin orneklem dagiliminin ortalamasy pz ve standart
hatast o
o
Hz = pH Ve Oz = %

esitlikleriyle elde edilir.  Bu dagilimin ortalamasi, kitle ortalamasina,

(7.1)

varyansy ise kitle varyansinin ornekteki birim sayisina bolimine egittir.

o—j:\/g = % (7.2)

olur. Ornekleme sinirly kitleden iadesiz olarak yapilmassa, standart hata

Dolayrsiyla, standart hata

Non (7.3)

N-1

diizeltme faktori ile carpilir. Yani, sinwrls N hacminde bir kitleden iadesiz
olarak cekilen n hacmindeki ornege ait standart hata,
o [N—n

vny N -1

(7.4)

Oz —
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seklindedir.

Buna gore, herhangi bir ornek ortalamasinin z degerti,

T —
Oz

esitligi ile hesaplanar.

Ornek 7.1 500 tane bilyeli yatagin ortalama agirlugy 155 gr ve standart sap-
mast, 9.3 gr bulunmustur. Bu gruptan alinan 100 bilyeli yataklik bir sans

orneginde ortalama agirligin,

1. 154 grile 155 gr arasinda,

1. 158 gr dan daha fazla olma olasiliklaring bulunuz.

Cozum 7.1 kitle sinarl oldugu icin ( =100_020 > 0.05)

%_500
o JN-n
vy N—1

standart hata formild kullanidir. N = 500, n = 100, p = 155, 0 = 9.3 olarak

verilmaistir.

Oz —

0z = 93 @:0.83
10 V 499

T—p 154155

= —1.2
Oz 0.83

A =
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Sekil 7.1:

P(154 < < 155) = P(—1.2 < 2 < 0) = 0.3849.
T—p 158 — 155

z = = = 3.61
Oz 0.83

Sekil 7.2:

P(158 < z) = P(3.61 < 2) = 0.5 — 0.4998 = 0.0002

bulunur.

Ornek 7.2 Bir sirketin imal ettigi tuplerin ortalama dayanma stresi 800
saat ve standart sapmasi 60 saattir. Bu tiplerden alinan 36 tuplik bir sans

orneginde ortalama dayanma middetinin;

. 790 ve 810 saat arasinda,

1. 785 saatten az,
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11. 820 saatten fazla,

w. 770 ve 830 saat arasinda olma olasiliklaring bulunuz.

Coziim 7.2 ;4 =800, n =36, 0 =60, z = f/_“ = —1 oldugundan,

9

790 - 800 _ 810~ 800 _
== — s 2y = — =
" 60//36 27 60/v/36

Sekil 7.3

P(790 < z < 800) = 2(0.3413) = 0.6826

_ 785800 _ .
©60/v36
Sekil 7.4

P(z < 785) = P(—1.5 < z < 0) = 0.5 — 0.4332 = 0.0668
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820 — 800

= =9
60//36
Sekil 7.5

P(x > 820) = P(z > 2) =0.5—04772 =0.0228
.
770 — 800 830 — 800
Zl = — = —3’ Z2 = —— =
60//36 60//36

Sekil 7.6
P(770 < z < 830) = 2[P(0 < 2z < 3)] = 2(0.4987) = 0.9974

olarak bulunur.

7.2.2 Oranlarin Orneklem Dagilimi

Tanim 7.2 Oranlarin érneklem dagiliminin ortalamas: ve standart hatass,

p, =P we o,=1—7 (7.6)



173

esitlikleriyle elde edilir. sinirly kitlelerde yapilan tadesiz orneklemeler icin de

yukaridaki

N (7.7)

N-1

dizeltme faktoriu kullanir. Bir ornek oraminin z degeri,

_pr-F
z = =5 (7.8)

n

esitligiyle hesaplanar.

Kesikli verilerin siirekli yapilabilmesi icin ortalamalarda 40.5lik diizeltme
gerekir. Buna kargi gelen oranlarda +1/2nlik bir diizeltmeye gitmek daha
giivenilir sonuglar saglar. Ornegin, 4 rakami, 4+0.5 yani 3.5 ve 4.5 araliginda

ifade edilirken; 0.7 orani, n = 15 i¢in

1
0.7+ ——
2(15)

araliginda temsil edilir. Bu aralik 0.667 ve 0.773 araligidir.

Ornek 7.3 Erkek ve kiz olma olasiliklarina esit kabul ederek dogacak 200

cocuktan,

i. %40 aziman erkek olma,
ii. %43 — %58 kiz olma,
iii. %54 fazlasinin erkek olma,

w. %50 erkek olma olasiliklaring bulunuz.

Cozum 7.3 n = 200, p = 0.50, ¢ = 0.50 oldugundan:

p—P

Z'Z:\/TQ—/TL

0.4 — 5=) degeri bulunacaktur.

2n

formiilini kullanacagiz. %40 dan az denildigi i¢in, P(p <

0.4 —(1/400)] — 0.5 —0.1025
L[4 (1/400] 0.5 s

\/(0.5)(0.5) /200 0.0354
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Sekil 7.7

P(z < —2.9) = 0.5 —0.4981 = 0.0019

0.43 — 0.50 0.58 — 0.50
DU . — 20T Y 906
0.0354 98, 2 0.0354

21 =

Sekil 7.8

P(—1.98 < z < 2.26) = 0.4761 + 0.4881 = 0.9642

0.54 + (1/400) — 0.50
z = =

1.2
0.0354
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Sekil 7.9

P(z>1.2) = 0.5 — 0.3849 = 0.1151

.
0.50 + (1/400) — 0.50 ~0.50 + (1/400) — 0.50

_ 007, 2 — —0.07
= 0.0354 » 2 0.0354

Sekil 7.10

P(—=0.07 < z < 0.07) = 2(0.0279) = 0.0558

bulunur.

7.2.3 Ortalamalar Arasi Farklarm Orneklem Dagilim

Tanim 7.3 Bu dagilimin ortalamasi ve standart hatasi, asagidaki

ot , 03
Pe_x, = M= H2V€ Og ¢ = - + o (7.9)
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esitlikleriyle bulunur. Burada, p1 — ps kitle ortalamalar, arasindaki farktor.
o1 birinci kitlenin standart sapmast oo ise ikinci kitlenin standart sapmasini,
ny birinei kitle i¢in ornek biuyukligi, ny tkinci kitle icin ornek buyiklugunt
ifade eder. Ortalamalar arasy farklara ait z degeri ise,

s = (Xl — XQ) - (:ul — :u2) (710)

seklinde hesaplanar.

Ornek 7.4 A ve B firmalarinin drettikleri kablolarin ortalama kirilma giict,
sirayla, 1800 kg ve 2000 kg. Standart sapmalar: ise 135 kg ve 90 kg dir. A
marka 100 kablo ile B marka 50 kablo teste tabi tutuldugunda, B nin ortalama

kvrilma gilicinin A dan

1. en ¢ok 270 kg fazla,

i. en az 180 kg fazla, olma olasiliklary nedir ?

Coziim 7.4
w1 = 1800 kg e = 2000 kg

01 = 135 kg 09 = 90 k'g
ny = 100 Ng = 50

(X1 = Xp) — (11— o)

2 2
91 4 %

A =

ni n2

formiilini kullanacagiz.

)_(2—)_(1§2701)eu1—u2 = 200

seklindedir.

270 — 200
A T e = 3.77
100 + 50
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Sekil 7.11

P(z < 3.77) = 0.5+ 0.4999 = 0.9999
X, — X, > 180

180 — 200

—1.
18.55 08

A —_=

Sekil 7.12

P(z > —1.08) = 0.5 + 0.3599 = 0.8599

7.2.4 Oranlar Arasi Farklarin Orneklem Dagilim

Tanim 7.4 Bu dagilimin ortalamasi ve standart hatass,

P 4 PQ)y
ny U

Hpi—p> = Py — P, ve Opi—p, = \/ (7'11)



178

esitlikleriyle hesaplanir. Burada, P, — Py kitle oranlar, arasindaki fark, Q1 =
1— P, ve Qo =1— P, dir. Formildeki ny birinci kitleden alinan ornegin ve
ny ikinci kitleden aliman drnedin biyikligidir. Iki ornek orani arasindaki
farkin z degeri:

(P = Py) — (@1 — Q)

P P2Qs
ni n9

A
esitligiyle hesaplanar.
Ornek 7.5 Secim istatistiklerine gore, belirli bir aday oylarin %65 ini
almastir. Herbirt 200 segmenden ibaret olan ki sans orneginde, sozkonusu

adaya ait oy oranlarinin %10 dan daha fazla bir farklhlik gosterme olasiliging

bulunuz.

Cozim 7.5 P, =0.65, P, =0.35 ve P, — P, =0.30

R (P —P) — (Q1 — Q2) _ (0.10 — 0.30) _ —0.20 — 4192
PiQ1 | PQ» 0.65)(0.35 0.35)(0.65 .04 )
o T \/( 2)0(0 : + ( 2)0(0 : 0.0477

P(P, — P, > 0.10) = 1 (yani yaklagik %100 olasilikla)

7.3 Tahmin Teorisi

Tahmin teorisinin konusu, kitle parametrelerinin oOrnek istatistikleri
yardimiyla tahmin edilmesidir. Eger kitle parametresi bir tek deger olarak

“nokta tahmini” denilir. Nokta tahminlerinde

tahmin ediliyorsa bu tahmine
ornekten elde edilen deger, dogrudan, kitle parametresinin bir tahmini olarak
islem goriir. Uygulamada daha ¢ok, kitle parametresinin bir tek deger -
yerine belli bir onem seviyesinde ve belli bir aralikta tahmin edilmesi yol-
una gidilmektedir. Joyle ki, bir ornek ortalamasinin 15 olmas: halinde kitle
parametresini 4 = X = 15 olarak tahmin etmek bir “nokta tahmini” dir.
Bu tahmine, belli bir ihtimal seviyesine ait, hata payinin (érnegin, 2 birim-
lik bir hatanin) eklenip, ¢ikartilmasiyla, kitle ortalamasinin 15 4+ 2 yani 13
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ile 17 arasinda tahmin etmek bir “aralik tahmini” dir. Yukarida da isaret
ettigimiz gibi aralik tahmininde, yapilan tahmin belli bir ihtimal seviyesi ile
ifade edilir. Ornegin, yaptigimiz bu aralik tahmininde kitle ortalamasinin

%95 veya %99 ihtimalle 13 ile 17 arasinda oldugu soylenir.

7.3.1 Guven Sinirlari

Ornek degerlerine belli bir hata payinin eklenip ¢ikarilmasiyla kitle parame-
tresinin giiven sinirlari elde edilir. Bu giiven sinirlarindan kiiciik olanina ”alt

giiven sinir1” biiyiigiine ise ”iist giiven sinir1” denilir.

7.3.2 Ortalamalar Icin Giiven Aralig1

Tanim 7.5 Ortalamalar i¢in given aralig,

- o
X+z2— 7.12
o (712)
seklinde hesaplanar. Ornek ortalamasina eklenip cikartilan
o

z% (7.13)

degeri “tahmin hatasi” dar.

Giiven sinirlarinin belirlenecegi olasilik durumuna gore z degeri degisir.
Ornegin, giiven sirlart %95 olasilikla belirlenecekse z cetvelinde ortala-
manin sag ve solunda simetrik olarak, %95 lik sahay1 sinirlayan z degerine
bakilir. Bu degerler +1.96 dir. Aym sekilde %99 giiven seviyesi icin z
degerleri £2.58 bulunur. Orneklemenin smirh bir kitleden iadesiz olarak

yapilmasi durumunda tahmin hatasi,

N —n
7.14
N1 (7.14)
degeriyle ¢arpilir, yani bu kitleler i¢in giiven sinirlari
_ N —
X+:2 n (7.15)
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formiiliiyle hesaplanir.

Uygulamada kitle ortalamasi gibi, kitle standart sapmasi da genellikle

bilinmez. Zaten bu parametrelerin bilinmesi halinde bunlarin tahmininden

soz edilemez. Bu sebeple giiven sinirlari i¢in takdim ettigimiz yukaridaki

ifadelerde o bilinmeyeceginden ornek standart sapmasi s, kitle standart sap-

masiin (o mn) tahmini olarak igleme girer. Biiyiik drneklerden (n > 30),

o’nin bu gekilde tahmini gercege yakin sonuclar verir.

Ornek 7.6 Bir makinada, bir hafta icerisinde yapilan 200 bilyeli yatagin

caplary olculmis ve ortalama 2.09c¢cm  standart sapma ise 0.11ecm  bu-

lunmustur. Bitun bilyeli yataklara ait ¢cap ortalamas i¢in;

. %95 ve

ii. %99 giliven simarlarine bulunuz.

Coziim 7.6

n =200, x = 2.09cm, s=0.11cm.

i. %95 glven sinarlar::

_ 11
47 — 209+1.962 — 90940015

Vn V200

olarak bulunur. Bu ifadeyi daha agik olarak:
Alt given st = 2.09 — 0.015 = 2.075
Ust guven sinare = 2.09 4 0.015 = 2.105

seklinde de yazmak mumkindir.

ii. %99 gliven sinarlar::

_ 11
T+:7 — 20942582 — 9094002

Vn V200
dir. Daha acik bir ifadeyle,

Alt given st = 2.09 — 0.02 = 2.07
Ust guven sinary = 2.09 4 0.02 = 2.11

dir.
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7.3.3 Oranlar i¢in Giiven Aralig:

Tanim 7.6 Oranlar icin given aralig,

piz\/%Q (7.16)

seklinde hesaplanar. Ornekleme sinarly bir kitleden iadesiz olarak yapilyorsa,

guven sinarlars

(7.17)

formiiliyle hesaplanar.

Ornek 7.7 Bir belediye secimi i¢in tahmin yapmak tzere secmenlerden
sansa baglh olarak 100 kisilik bir érnek almmas ve bunlarin %55 inin belli
bir adayin lehinde olduklar tesbit edilmistir. Bu adayin lehinde olan butin

se¢menlerin orant i¢in %99 given sinirlarini bulunuz.

Cozum 7.7

n = 100, p = 0.55, g=1—p=0.45

| P 0.55)(0.45
pEt=z Pe = 0.55£2.58 7( 1)0(0 ) = 0.55 £ 2.58(0.0497)
n

seklinde hesaplanir. Daha acik bir ifadeyle,

Alt given sinwrs = 0.43
Ust guven sinwre = 0.663

dur.
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7.3.4 Ortalamalar Arasi1 Farklar igin Guven Araligi

Tanim 7.7 Ortalamalar arase farklar icin given araligi,

2 2
(X1 — Xp) +2 % + % (7.18)
1 2

formiiliyle hesaplanar.

Ornek 7.8 Bir diniversitenin A fakiiltesinden alinan 200 buyikligindeki bir
sans orneginde not ortalamasi 7 ve standart sapma 1.2; B fakiltesinden
aliman 150 buyuklugindek:i bir sans orneginde ise not ortalamasi 5 ve stan-
dart sapma 0.9 olarak tesbit ediliyor. Orneklerin verdigi bu bilgilere gore soz

konusu iki fakiltenin not ortalamalar arasindaki farkin %90 given sinwrlarin

bulunuz.
Cozim 7.8
ny = 200 ny = 150
T = 7 Ty = 53
S1 = 1.2 S9 = 0.9
Ortalamalar arasu farklar icin %90 given sinarlar:
2 2
n U
(1.2)2  (0.9)?
7—2)+1.645 = 5+1.645(0.112
( ) \/ 200 + 150 ( )

seklinde hesaplanir. Daha agik bir ifadeyle,

Alt given sinarr = 5 —0.18 = 4.82
Ust guven sy = 54 0.18 =5.18

dir.
7.3.5 Oranlar Arasi1 Farklar igin Guven Araligi

Tanim 7.8 Oranlar aras: farklar icin guven araligs,

(01— pp) 2 \/P1Q1 PyQs

_|_
ny U

(7.19)
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formiiliyle hesaplanar.

Ornek 7.9 Bir kitabevi yayinladigr bir eserin hangt yas gruplar: arasinda
daha fazla tutuldugunu tesbit etmek tdzere bir anket yapiliyor. Anket sonunda,
80 cocuktan 20 sinin eseri begendigi, 120 gencin arasinda da 70 inin bu
eseri begendigi tesbit ediliyor. Bu bilgiye gore genclerin ve cocuklarin eseri

begenme oranlary arasindaki fark icin %95 given sinarlaring bulunuz.

Cozim 7.9

2
y = 0.25 P2:ﬁ:().58

p ==
1780 120

%95 icin oranlar arasi farklarin given sinirlari,

P P.
(pl—pQ):I:z\/ 1@1 4 2@2 _
ny no
0.25)(0.75 0.58)(0.42
Ul58-—(l25):t]“96x/( gé ) +-( B;O ) _ 0.33 + 1.96(0.066)

seklinde bulunur. Daha acik bir ifadeyle,

Alt given stmrn = 0.33 —0.13 = 0.20
Ust guven sinare = 0.33 4+ 0.13 = 0.46

olarak bulunur.

7.3.6 Standart Sapmalar igin Giuven Araligi

Tanim 7.9 Standart sapmalar icin given araligi,

o
s+ z
Van

formiiliyle hesaplanar. o bilinmedigi zaman ornek standart sapmasi s, o ’'nin

(7.20)

bir tahmini olarak kullanilir.
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Ornek 7.10 Bir pstkolog reaksiyon zamani ol¢uimunde standart sapmayr
0.05 saniye olarak tahmin ediyor.  Psikologun, yaptigi bu tahmindeki
hatanin 0.01 saniyeyi ge¢meyeceginden %95 guvenli olabilmesi i¢in drnek

biuyikluguni ne kadar almast gerekmektedir.

Cozum 7.10 s = 0.05 dir.

Tahmin hatasi = 1.96—— =0.01 —> 1.96—— = 0.01

V2n V2n

196(0.05) < v2n = [196(0.05)]> < 2n
196(0.05)%

48
2

n

v

7.3.7 Problemler

1. Bir girket tarafindan yapilan paketlerin ortalama agirligi 30kg ve stan-
dart sapma 5kg dir. Emniyet sinirlar1 820kg olarak belirlenmis bu-
lunan bir asansore, sansa bagh olarak yiiklenen 25 paketin emniyetle

gotiiriilme olasiligini bulunuz.

2. Bir torbada %601 kirmizi, %401 beyaz olmak tizere 80 tane bilye bu-
lunmaktadir. Torbadan tekrar yerine koymak sartiyla (iadeli) ¢ekilen
ve herbiri 20 bilyeden meydana gelen 50 ornegin kag tanesinde,

1. Esit sayida kirmizi ve beyaz bilye,
2. 12 kirmizi 8 beyaz bilye,
1i1. 10 veya daha fazla beyaz bilye bulunacagini tahmin edersiniz.

3. Bir iiretici size herbiri 100 elektrik ampiiliinden meydana gelen 1000
takim ampiil goderiyor. Normal olarak, ampiillerin %5’inin kusurlu
cikmasi halinde takimlardan kag tanesinde,

. 90 dan az saglam ampiil,

2. 98 veya daha fazla saglam ampiil ¢ikacagini tahmin edersiniz?
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. Bir zeka testinde 6grencilerin not ortalamasi 72, standart sapma ise 8

bulunmustur. 28 ve 436 6grenciden meydana gelen iki 6grenci grubunda

not ortalamasinin birbirinden,

1. 3 veya daha fazla puan,

2. 2 — 5 puan kadar farklilik gosterme olasiliklar: nedir?

Sigara igenlerin oraninin p oldugu bir kitleden alinan N = 100 olan
ornekte 35 kisinin sigara i¢tigi goriiliiyor. p i¢in %95 lik giiven arahgim

hesaplayiniz?

Deneyde kullanilan farelerin bir kitlesinden bir test uygulamak
amaciyla 200 fare secilmigtir. 67’sinin testte basarili, geri kalaninin
basarisiz oldugunu kabul edelim. Kitle icinde testte basarili olanlarin

gercek orani igin %95 lik giiven araligini bulunuz?

. 4000 kisilik bir lisedeki 6grenciler arasindan segilen 300 oOgrencinin

boy uzunluklarinin ortalamasi 165 ¢cm ve standart sapmasi 21 cm dir.
4000 6grencinin ortalama boy uzunlugu icin %90 lik ve %99 ik giiven

araliklarimi bulunuz?

Bir iiniversitedeki rastgele secilen 201 6grencinin yetenek puanlarinin
varyanst 125 olarak belirlenmigtir. Universitedeki tiim ogrencilerin

yetenek puanlarinin varyansi i¢in %95 lik giiven araligi bulunuz?

Bir kutuda bilinmeyen oranda yesil ve siyah top vardir. iadeli olarak
cekilen 75 topun %60 mn siyah oldugu goriiliiyor. Kutudaki siyah

toplarin gercek oranimin %90 ve %95 lik giiven sinirlarini bulunuz?

Bir depodaki piller arasindan segilen 50 pilin voltajinin standart sap-
mast 0.5 volt olarak bulunmustur. Boyle pillerin voltajinin varyansi

icin %905 ve %99 luk giiven simirlarii bulunuz.

Yurdumuzun Karadeniz Bolgesinde Nisan ayina ait yagis ortalamasi
son 35 yillik verilere gore 20 cm ve standart sapma 3 cm dir. Marmara,
Bolgesinde ayni ay i¢inde son 20 yillik verilere gore ortalama yagis 14

cm ve standart sapma 4 cm dir. Gozlemlerin farkl varyansh normal
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12.

dagiliml kitlelerden geldigini varsayarak, bu iki bolgedeki gercek orta-

lama yagislarin fark: icin %95 lik giiven araligi bulunuz.

Benzer iki A ve B gruplarinda sirasiyla 85 ve 135 koyun vardir. A
grubuna yeni cins bir yiyecek, B grubuna ise kontrol yiyecegi ver-
ilmigtir. A grubunda belli bir zaman araliginda kazanilan ortalama
agirlik 32 kg ve standart sapma 4 kg dir. B grubunda ayni zaman
araliginda kazanilan ortalama agirlik 27 kg ve standart sapma 3 kg dir.
Tki esit yiyecegin sebep oldugu ortalama agirlik artiglarindaki fark icin
%95 ve %99 lik giiven araliklarimi bulunuz.



Chapter 8

HIPOTEZ TESTLERI

8.1 Sifir Hipotezi ve Alternatif Hipotez

Kitle parametreleri hakkinda tahmin yiiriitiirken bir takim kabullerden
hareket edilir. Dogru veya yanlig olmasi muhtemel olan bu kabullere
“hipotez” denilir. Uygulamada genellikle hipotez kurulurken bu hipotezin
reddedilmesi, yani yanlighiginin ispati esas alinir. Bu sekilde kurulan hipo-
tezlere “sifir hipotez” denilir. Ornegin, kitle ortalamasiyla ilgili bir hipotez

testinde sifir hipotezi,
Hy : =300

seklinde kurulmugsa, bu hipotezi reddetmek {izere, karsi yani alternatif

hipotez
Hy - # 300, veya Hy : p < 300, veyahut Hy : p > 300

seklinde kurulur. Bazi problemlerde 6rnek istatistiginin kitle parametresine
esit olmasi, yani, bu parametreden onemli 6l¢iide sapma gostermemesi istenir.
Bu gibi durumlarda cift yonlii test sozkonusudur. Cift yonlii testte dogru bir
hipotezin reddedilme olasiligini gosteren o 6nem seviyesi normal egrinin sag
ve sol uclarinda egit oranlarda yer alir. Ornegin, hipotezi %95 olasilikla yani

%5 6nem seviyesinde test ettigimiz takdirde normal egrinin her iki ucuna

a  0.05
—=-——=0.025 8.1
5= 5 (8.1)

187
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birimlik alan diiger. Hipotezin testinde esas alacagimiz 6rnek istatistigine ait

z degeri, bu bolgelere diigtiigii takdirde hipotez red, aksi halde kabul edilir.

Baz1 problemlerde ise ornek istatistiginin belli bir degerden biiyiik ol-
mamast iizerinde durulur. Yani, ornek istatistigine ait z degerinin belli bir
degerden biiyiik olmasi halinde hipotezin reddi yoluna gidilir. Boyle durum-

larda alternatif hipotez soyle kurulu:
H, : Parametre > A (A: Belli bir deger)

Alternatifin bu sekilde kurulmas: halinde v 6nem seviyesine ait bélge normal

egrinin sag ucunda yer alir.

Ornek istatistiginin belli bir degerden kiiciik olmamasinin istendigi prob-

lemde ise alternatif hipotez,
H, : Parametre < A (A: Belli bir deger)

seklinde kurulur. Bu problemde ornek istatistigine ait z degerinin belli bir
z degerinden kiiciik cikmasi halinde hipotez reddedilir. Buna gore boyle

problemlerde oz 6nem seviyesine ait bolge, normal egrinin sol ucunda yer alir.

Yukarida ifade edilen tek ve ¢ift yonlii hipotez testlerine ait kabul ve red

bolgeleri asagidaki gibidir.

0.05 6nem seviyesi icin z degerleri(kritik degerleri), ¢ift yonlii testte +1.96
, tek yonlii testlerde ya —1.645 veya 1.645 olur.

0.01 6nem seviyesi icin ise z degerleri, cift yonlii testte +2.58 | tek yonli

testlerde ya —2.33 veya 2.33 olur.

Yukarida da ifade edildigi gibi gozlem sonuglarina dayanarak bir hipotez
ya reddedilir ya da kabul edilir. Boyle bir incelemede asagidaki durumlardan

biri ortaya c¢ikar:

t.  Hy dogrudur ve kabul edilir.
1. Hy dogrudur ve reddedilir.
1i.  Hy yanhstir ve kabul edilir.

w. Hy yanhstir ve reddedilir.
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Bu dort durum sonucunda iki gegit hata yapilabilir. Hy dogru oldugu halde
reddedilirse I.tip hata, yanhs iken kabul edilirse I1.tip hata yapilir. Bu tir

hatalar agagidaki tabloda 6zetlenmistir.

Karar
Hipotez H, kabul Hy red
Hy dogru | Dogru karar | I.tip hata

H, yanhg | II.tip hata | Dogru karar

Hj hipotezinin reddedildigi bir deneyin sonuclarinin kiimesine kritik bolge ya
da red bolgesi denir. Hy hipotezinin kabul edildigi sonuclarin kiimesine de

kabul bolgest denir.

Yukarida da degindigimiz gibi I.tip hata yapma olasiligina bir deneyin
onem seviyesi denir ve « ile goterilir. Il.tip hata yapma olasihgi 3 ile

gosterilir. Yani,

« = P(Hyred/Hy dogru) = P(I.tip hata)
f = P(H, kabul/H, yanhs) = P(II.tip hata)

dir.

8.1.1 Ortalamalarla ilgili Hipotez Testleri

Bu testlerde hipotez ve alternatifler agsagidaki gibi belirlenir:

Cift yonlii test Tekyonlii test
Hy:n=A4 Hy:pn=A veya Hy: u=A
H :p#A H :p>A H :p< A

Burada A hipotezde iddia edilen degerdir. Bu tiir hipotez testlerinde esas
olan z degeri,
X—pu
= 8.2
z N (8.2)
esitligi ile tanimlanir. Bu z degeri kabul bolgesine diigerse hipotez kabul, aksi
halde reddedilir.
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Ortalamalarla ilgili test istatistigi ve kritik bolgeler asagidaki tabloda

verilmigtir.

Hipotez Karsit Test Kritik
Hipotez Istatistigi Bolge
Ho:p=po Hi:p#p Z=X-—w)/(o/vn—1), Z>z_qp, Z<—21_a
Ho:p=py Hi:p>p t=X—w)/(oc/Vn—=1), Z>z_4
Hoy:p=p Hyi:p<p t=(X—w)/(c/vVn-1), Z<-2_4,

Ornek 8.1 Bir pil fabrikasinda urinlerin ortalama dayanma suresinin 200
saat oldugu iddia ediliyor. Sozkonusu iddianin testi i¢in n = 36 buyuklugunde
bir ornek aliniyor ve ortalama dayanma siuresi 198 saat, standart sapma ise
6 saat olarak tesbit ediliyor. Ornekten elde edilen bu bilgilere gore soz konusu

hipotezi

i. 0.05 onem seviyesinde,

1. 0.01 onem seviyesinde

test ediniz.

Cozim 8.1 i. Tek yonli test yapilacaktir. Buna gore pillerin ortalama

dayanma stresi 200 saatten az olursa hipotez reddedilecektir.

Hy: p =200 (Ortalama émir 200 saattir.)
Hy:pp <200 (Ortalama émair 200 saatten azdar.)
a=0.05

X—p 198—200
o/vn  6/V/36

—2 < —1.645 oldugu i¢in z degeri red bolgesine dismistir. Yani

z = -2

hipotez reddedilir. Dolayisiyla pillerin ortalama dayanma siresinin 200

saatten az olduguna 0.05 onem seviyesinde karar verilir.

1. —2 > —2.33 oldugundan 0.01 onem seviyesinde hipotez kabul edilir.
Pillerin ortalama dayanma surelerinin 200 saat olduguna 0.01 onem

seviyesinde karar verilir.
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8.1.2 Oranlarla Ilgili Hipotez Testleri

Oranlarla ilgili testlerde hipotez ve alternatif hipotezler agagidaki gibi belir-

lenir:
Cift yonlii test Tekyonlii test
Hy:P=ua Hy:P=a veya Hy: P =ua
H :P#a H :P>a H :P<a

Burada a hipotezde iddia edilen degerdir. Bu testler icin z degeri,

_ p-Pr
z = PQ/n (8.3)

esitligi ile hesaplanir. Bu z degeri kabul bolgesine diigerse hipotez kabul, aksi
halde reddedilir.

Ornek 8.2 Bir iiretici drettigi mallarda kusurlu oranimin en fazla %3
oldugunu iddia ediyor. Bu urinlerden alinan 40 buyukligindeki bir sans
orneginde kusurlu orani %4 olarak belirleniyor. Bu bilgilere gore s6z konusu

hipotezi 0.01 onem seviyesinde test ediniz.

Cozim 8.2

P =0.03, n=40, p=0.04, a=0.01

Hy: P=0.03 (Kusurlu orani 0.03 tir.)
H,: P >0.03 (Kusurlu orani 0.03 ten fazladir.)

p—P  0.04-003 0.0l
PQ/n  (0.03)(0.97)/40  0.03

A =

=0.33

0.33 < 2.33 oldugundan Hy hipotezi kabul edilir. Yani, kusurlu oraninin

0.03ten fazla olmadigina 0.01 onem seviyesinde karar verilir.
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8.1.3 Ortalamalar Arasi Farklarla ilgili Hipotez Test-

leri

Bu testlerde hipotez ve alternatifler agagidaki gibi belirlenir:

Cift yonlii test Tekyonlii test
Hy @ py = po Hy :py = po veya Hy @ py = pip
Hy:py # po Hy:py > po Hy:py < po

Bu test icin kullanilacak z degeri ise,

s = (Xl — XQ) - (:ul — :u2) (84)

2 2
ﬁ_|_2
ni ny

formiiliiyle hesaplanir.

Hipotez iy = p9 seklinde kuruldugunda kesrin payindaki p; — po fark:
sifirdi. Bu durumda yine hipotez, “Orneklerin ayni kitleden alindig1” seklinde
kuruldugu icin o ve oo degerleri yerine tek bir o2 degeri kullanmak yerinde
olur. Bu ortak varyans, her iki varyansin agirlikli aritmetik ortalamasi
alinarak hesaplanir. Yani,

9 ni10? 4+ nyo?

= — = 8.5
“ niy + No ( )

dir. Buna gore, testte esas alinacak z degeri,
(X1 — X)

ni na

A =

(8.6)
seklini alir.

Ornek 8.3 A ve B sinaflarinda basary durumunun esit oldugu iddia ediliyor.
Bu iddiay test i¢in A sinifindan alinan 25 kisilik bir sans orneginde not or-
talamast 6 ve standart sapma 0.9; B sinifindan alinan 20 kisilik bir sans
orneginde ise not ortalamasy 7 ve standart sapma 1.2 bulunuyor. Bu bil-
gilere gore not ortalamasinin her iki sinifta ayne oldugu hipotezini 0.05 onem

seviyesinde test ediniz.
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Cozum 8.3 Test cift yonlidir. Clnki her iki sinifin basar: oranlarinin egit

olup olmamasi sozkonusudur.

n1:25 .1'1:6 81:0.9
n2:20 .’L'2:7 82:1.2

Hy: py = po  (Basary oranlar egittir.)
Hy :py # po  (Basary oranlary farkldr. )
a = 0.05

2 2 2 2
L \/nla + nyo :\/25(0.9 ) +20(L.2%) _ o
ny + Ny 25 + 20

Buradan da

I (X, — Xy) _ 6-7 I _3.96

o= +L  102/L+L 0306
bulunur. —3.26 < —1.96 oldugundan Hy hipotezi reddedilir. Yani, A ve B

sinaflarindaki basary oranlarinan farkl olduguna 0.05 6nem seviyesinde karar

verilebilir.

8.1.4 Oranlar Arasi1 Farklarla ilgili Hipotez Testleri

Bu testlerde hipotez ve alternatifler agagidaki gibi belirlenir:

Cift yonlii test Tekyonlii test
Hgiplng Hgiplng VeyaHo:P1:P2
H12P17£P2 H12P1>P2 H1§P1<P2

Bu test icin kullanilacak z degeri ise,

_ (pl —pz) - (Pl - P2) (8.7)

P PQo
V ni + Ny

esitligi ile hesaplanir.

Hipotez P, = P, seklinde kuruldugunda kesrin payindaki P, — P, farki

sifirdir ve yine hipotez, ”6rneklerin ayni kitleden alindig1” seklinde kuruldugu
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icin P, ve P, degerleri yerine tek bir P degeri kullanilacaktir. Bu deger her

iki oranin agirlikl aritmetik ortalamasi alinmak suretiyle yani,

p - MPitnops (8.8)
ni + No

seklinde hesaplanir. Buna gore, testte esas alinacak z degeri

;= np) (8.9)

PQ (5 + )

seklini alir.

Ornek 8.4 Herbiri 100 kisiden meydana gelen ki grup insan belli bir
hastaliga tutuluyor. Hastaligin tedavisinde A grubuna serum verildigi halde
B grubuna verilmiyor. Sonunda A grubundan 75, B grubundan 65 kisi
hastaliktan kurtulduguna gore verilen serumun hastaligin tedavisine yardim

edip etmedigini 0.01 onem seviyesinde test ediniz.

Cozum 8.4 p=65/100=0.75 py = 75/100 = 0.65
Hy: Py =P, (Gdrilen farklilik sanstan ileri gelmistir. Serum tesirsizdir.)
H,: P, > P, (Serum tesirlidir.)
a=0.01

p o_ P +nops  100(0.75) +100(0.65) 0.70
i+ ne 100 + 100 -

Q = 1-P=1-0.70=10.30

_ _m-p) _ (075-065 010 _
\/PQ (7 +52) \/(0.7)(0.3) (5 + ) 0064

bulunur. 1.54 < 2.33 oldugundan 0.01 onem seviyesinde Hy kabul edilir.

Yani, gorilen farkhilik sanstan ileri gelmistir. Serum tesirsizdir.

8.2 t Dagilimi ve t Testi

Normal egri alan1 tablosu (z cetveli) ancak biiyiik 6rnekler i¢in (yani n > 30
icin) gercekei sonuglar verebilir. Ornek biiyiikliigii 30’dan daha kiiciik olan
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problemlerde, ornek degerleri normal dagilhimdan uzaklasirlar. Egri daha
basik ve yaygin bir sekil alir. n kiicildiikge normalden uzaklasma da o nis-

bette artar. Asagidaki grafiklerde bunu agikca gormek miumkiindiir.

Sekil 8.1:

Ornegin, n = 2i¢in, X'in X, ile X, arasinda bulunma olasiligi, gercekte, b
grafigindeki tarali alan kadar oldugu halde, z cetveli bu olasiligi oldugundan
daha biiyiik olarak verecektir. Bu durum dikkate alinarak z cetveli yerine,
cesitli ornek biiyiikliikleri ve olasilik seviyeleri i¢in ayr1 ayri hesaplanmig, ¢
cetvelleri kullanilir. Bu cetvellerde, cesitli 6nem seviyeleri ve (n — 1) serbest-
likdereceleri icin ayr1 ayr1 ¢ degerleri verilmistir. n = 30 icin, ¢ degeri, 2
degerine cok yaklagir. Bu sebeble, n > 30 olan 6rneklerde, ¢ cetveli yerine z

cetveli kullanilabilir.

Uygulamada genellikle o bilinmediginden, yerine onun bir tahmini
olan s kullanilir. s ile yapilan o tahmini, gercegin altinda olma egilimi

gosterdiginden,

esitliginde, kesrin paydasinin da kiiciiltiilmesi yoluna gidilir ve n yerine n — 1
kullanilir. Boylece ortalamalarin 6rnek dagiliminin standart hatasi,

S

Vn—1

(8.11)

Oz —

seklinde tahmin edilmig olur. Bu tahmin, gercegi dah iyi yansitir. Buna gore,
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n < 30 olan orneklerde,

z = (8.12)
yerine,

t = N (8.13)

degeri kullanilir. Dolayisiyla, kiiciik orneklerde, kitle ortalamasinin giiven

simirlari,

S

KOGS = X+t
vn—1

(8.14)
Kitle oraninin sinirlar ise,
K.O.S = p+to, (8.15)

seklinde hesaplanir. ¢ testi ile ilgili test istatistigi ve kritik bolgeler agagidaki
tabloda verilmigtir.

Hipotez Karsit Test Kritik
Hipotez Istatistigi Bolge

Ho:p=po Hi:p#po t=X—pm)/(s/Vn—1), t>t_qp, t<—t_qp

Ho:p=py Hi:p>py t=(X—po)/(s/vn—1), t>t 4

Ho:p=po Hi:p<po t=(X—po)/(s/vVn—1), t<—ti_4

Ornek 8.5 Bir makina, 1.27cm kalinliginda vida pullar, uretmektedir. Mak-
inanin normal calisma diuzeninde olup olmadiginy belirlemek icin 10 vida pu-
lundan meydana gelen bir ornek secilmis ve bu ornekte ortalama kalinlik
1.35em ve standart sapma 0.08cm bulunmustur. Makinanin normal ¢alisma

duzeninde oldugu hipotezini,

. 0.05 onem seviyesinde,

1. 0.01 onem seiyesinde

test ediniz.



197

Coziim 8.5 Once hipotezleri ifade edelim.

Hy:p=1.27, makina normal ¢alisma duzenindedir.

Hy:p#1.27, makina normal ¢alismiyor.

Alternatif hipotezden anlasilacagr gibi, c¢ift yonli test uygulanacaktur.
Ornek buyukligi n = 10 < 30 oldugundan t testine gore karar verilmes:

gerekir.

. 0.05 onem seviyest i¢in karar modeli soyle olusturulur. n—1=10—1=9

serbestlik derecesi i¢in kritik degerler: ti—s =1o.97500 = £2.26 dor.

Sekil 8.2:
Bulunacak t degeri igcin, —2.26 < t < 2.26 olmasi halinde Hy hipotezi
kabul edilecek, aksi halde reddedilecektir.
X —pu 1.35—1.27
s/vn—1 008/yI0—1

3 < 2.26 oldugundan Hy reddedilir. Yani, makinanin normal calisma

t 3

dizeninde olmadigina 0.05 onem seviyesinde karar verilir.

1. 0.01 onem seviyesi i¢in kritik degerler, tl_% = t0.995;0 = 3.25 tir.

Sekil 8.3:

—3.25 < 3 < 3.25 oldugundan Hy kabul edilir. Yani, makinanin normal

calisma duzeninde olduguna 0.01 onem seviyesinde karar verilir.
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Ornek 8.6 Bir girket tarafindan tretilen ampillerin ortalama dayanma
suresi, 1120 saat ve standart sapma 125 saat olarak belirlenmistir.  Yeni
uretilen ampullerden, 8 ampullik bir ornek secilmis ve bu ornekte orta-
lama dayanma siiresi 1070 saat bulunmustur. Ampillerin ortalama dayanma

surelerinin degismedigi hipotezini:

. 0.05 onem seviyesinde,

1. 0.01 onem seviyesinde

test ediniz.

Hy: p = 1120
Cozim 8.6 H; : pu #1120 (Cift yonli test)

n =8 < 30 oldugundan t dagilimi esas alinacaktor.

i. 0.05 onem seviyesi icin, Serbestlik derecesi = n—1 = 8 —1 = 7,
Kritik degerler, to.g75;7 = £2.36 olur.

Sekil 8.4:

X—p 1070 —-1120
s/v/n—1  125/\/8—1

—2.36 < 1.06 < 2.36 oldugundan sifir hipotezi kabul edilir. Yani,

ampllerin ortalama dayanma siresinin degismedigine 0.05 onem se-

1.06

viyesinde karar verilir.

ii. 0.01 dnem seviyesi i¢in, tog95.7 = 3.50 bulunur (t cetvelinden.) —3.50 <

1.06 < 3.50 oldugundan, bu onem seviyesi i¢inde ayni karar verilir.
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8.3 x? (Ki-Kare) Testi

Ornekleme yoluyla elde edilen rakamlarin, kitle rakamlarma uygun olup
olmadigi, bir bagka ifadeyle, gercek degerlerin, teorik degerlerle uygunluk

gosterip gostermedigi, ki-kare testi ile belirlenir.

x? testi ilk defa, 1900 yilinda Karl Pearson tarafindan bulunmus ve uygu-

lamaya konulmusgtur.

x? dagilimi saga carpiktir ve normalden daha diktir. n biiyiidiikce diklik

ve asimetri azalir ve dagilim normale yaklasir.

Sekil 8.5:

x? degerleri icin alt smir 0 dir. Bu ise, biitiin gercek degerlerin, bekle-
nen degerlerle ayni olmasi, %100 uyusms: demektir. Bu sebeple, egri sifir

noktasindan baslar ve sonsuza uzanir.

0; gergek (gozlenen frekanslar) e; teorik (beklenen) degerler olmak iizere,
x? degerleri:
o (o1—e)? | (02— e)? (o — ex)?

X* = + b (8.16)
€1 €9 (A3

esitligi ile hesaplanir. Y 0; = > e; = N olmasi halinde yukaridaki egitlikten,
0?
=Y 2+t-N (8.17)

€1

formiilii elde edilir. Her iki esitlikte ayni sonucu verir.
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Ayn1 miktar bir ayrihigin, kiiciik sayilarda biiyiik sayilardan daha 6nemli
oldugu dikkate alinarak, (8.16) nolu esitlikte (o; — e;) farkinin karesi e; ye
boliinmiis, yani, e; nin yiizdesi olarak ifade edilmistir. Ornegin, teorik olarak
20 olmas1 gereken bir sayinin 10 ¢ikmasi ve yine teoride 1000 olmasi gereken
bir diger sayimminda 990 ¢ikmasi halinde, her iki durumda da beklenen ve
gercek deger arasindaki fark 10 olmakla beraber, bu farkin birinci halde cok

daha onem kazandigi aciktir.

Uygulamada, gercek frekanslarla teorik frekanslar arasinda az c¢ok bir
farklilik goriiliir. Diger taraftan, degisik 6rnek biiyiikliikleri ile elde edilen
ki-kare degerleri de birbirinden farkli cikarlar. Bu degerlerin ana kiitle
degerlerinden Onemli Olgiide sapma gosterip gostermedigini, yani bu sap-
malarin sansa birakilip birakilmayacagini ortaya koymak igin ki-kare tablo-
lar1 hazirlanmigtir. 0.01 ve 0.05 onem seviyelerinde her ornek biiyiikligi
icin ayr1 ayr1 ki-kare degerleri hesaplanmig ve bu tablolarda gosterilmistir.
Tablo degerleri, ”son tolerans sinir1” n1 ifade eder. Yani bu degerlerden daha
biiyiik ¢ikan ki-kare degerleri i¢cin, gercek degerlerle teorik degerler arasindaki
farklihgin, istatistik olarak oOnemli bulundugu ve sansa birakilmasinin

miimkiin olmayacagi ifade edilir.

Yates Diizeltmesi

Ki-kare testinin kesikli dagilimlara uygulanmasi halinde o; — e; farkindan
ayrica 0.5’ cikarmak, kesikli verileri boylece stirekli yapmak gerekir. Bununla
beraber, serbestlik derecesinin 1 den biiyiik oldugu problemlerde, diizeltilmis
ve diizeltilmemig veriler, yaklagik sonuclar verdiginden, diizeltmege liizum

kalmaz. Serbestlik derecesi, v = 1 oldugunda ise asagidaki diizeltme yapilir:

(|Oi — 6i| — 05)2
€;

(8.18)

=)

Bu diizeltmeye “Yates diizeltmesi” denilir.
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Uygunluk Tablolar:

Gergek degerlerin sadece bir sira (veya siitun) olmakla kalmayip, yeni bir
tablo olugturdugu durumlarda, bunun zaruri bir sonucu olarak, beklenen
degerler de bir tablo halinde olusturulur. Bu tablonun birbirine uygunlugunu,
ki-kare ile test etmek istedigimizde, esas olarak yine,
2
0; — €

X=> 7( o ) (8.19)

formiilii kullanilir. Bu tablolarda beklenen degerlerin nasil hesaplandigi, 2 x 3

tablosu icin agagida gosterilmistir.

I IT | IIT | Toplam
A a; | as | az | Ny

B by | by | b3 | Np
Toplam | Ny | Ny | N3 | N

I 11 111 Toplam

AN Sa | N | N3Ba | Ny

B | Ni&z | Npiz | N3A2 | Ny
W N, Ns N

Diger tablolar i¢in de benzer iglemler yapilir.

Uygunluk tablolari i¢in uygulamada hesap kolayligi saglayan bazi o6zel

formiiller geligtirilmigtir.

2 x 2 tablosu icin ki-kare degeri su esitlikle de hesaplanabilmektedir.

2 N(aiby — ash)? N§?
X2 = = (8.20)
(a1 + by)(az + b2)(ay + az)(by +bs) Ny NoNaoNp
2 x 3 tablolari icin ise

N (a?> a2 a’ N [ b? b2 b2
2 2,278 A4 240 3BV _N (821
X Na <N1+N2+N3>+NB <N1+N2+N3> (8.21)

esitligi gelistirilmistir.

Uygunluk tablolarinda serbestlik dereceleri goyle hesaplanir: Sira sayisi

r, kolon sayisi k£ olmak iizere, serbestlik derecesi,

v=(r—1)(k—-1)
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dir. Ornegin, normal yogunluk testlerinde rnek ortalamasi (X) ve stan-
dart sapmasi (s); i ve o nin birer tahmini olarak igleme koydugumuzda, bu

testlerde serbestlik derecesi,
v=(r—-1)(k—-1) -2

olur.

Uygunluk Katsayisi

Ki-kare testi ile sadece gercek ve teorik degerler arasinda bir uygunlugun
bulunup bulunmadigini anlayabiliriz, eger varsa, bu uygunlugun oranini be-
lirleyemeyiz. Bu oran ”"uygunluk katsayis1” ile ortaya konulur. Uygunluk
katsayisi:

¢ = JX2/2+N (8.22)

ile verilir.

Ki-karenin Toplanabilirlik f)zellif.jf,i

Serbestlik dereceleri vy, vs, v3, ... olan cesitli ki-kare degerlerinin toplanmasi
ile bulunacak degerler de ki-kare dagilimi gosterirler. Bu dagilimin serbestlik

derecesi, ki-karelere ait serbestlik derecelerinin toplamina esittir. Yani,
V:V1+V2+V3"'

yazilabilir.

Ornek 8.7 Dért ilde yapilan bir secim sonunda, A, B ve C adaylarinn
aldiklary oy sayilari, asagidaki tabloda belirtilmistir. Buna gore adaylarin
bu dort sehirden herbirinde, ayni oranda oy aldiklar: hipotezini 0.01 onem

seviyesinde test ediniz.



Iller— | I

I | III | IV | Toplam
A Adayr | 54 | 93 | 56 | 47 | 250
B Adayr | 41 | 62 | 59 | 38 | 200
C Adayr | 25 | 20 | 30 | 25 | 100
Toplam | 120 | 175 | 145 | 110 | 550
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Cozim 8.7 Yukaridaki tabloda gosterilen veriler, gozlem sonucu elde edilen

degerlerdir. Beklenen degerler ise soyle elde edilir:

I nolu ilde adaylarin almas: beklenen oy sayilarine bulalim.

Genelde, 550 se¢cmenden 250°si A adayina
200 B adayina
100’4 C' adayina oy vermistir.

O halde, 120 se¢gmenden

120(250/550) = 54.5"inin A adayina
120(200/550) = 43.6 'sinun B adayina
120(100/550) = 21.9’unun C' adayina

oy vermesi beklenir. Diger iller icin de ayni yol takip edilerek asagidaki tablo

duzenlenir.

| |1 |1 | 11 | v | Topl. |
(120)(250) _ (175)(250) _ (145)(250) _ (110)(250) _

SR M s B R 1. S e L

AR e 8 e 8 M . c L M i

Topl. || 120 175 145 110 550

Aday sayst ondalik sayilarla gosterilmez. Ancak, buldugumuz bu degerler

teorik degerler oldugundan, ondalik sayr kullanilabilir.

Ayrica, beklenen

degerler tablosu dizenlenirken, her il icin A ve B’nin oylari hesaplanarak

il toplamindan ¢ikarilip, C'nin oy sayist bulunmustur.

Yaklasik degerler

alindigr i¢in, adaylarin beklenen toplam oy sayilars son sutundaki toplam
degeri tam olarak vermeyebilir.

0;, gozlenen frekanslar ve e;, beklenen frekanslar olmak tzere ki-kare is-

tatistigini asaqidaki gibi hesaplayabiliriz:

=3 (0; — &)

€;
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0; e; 0; — € (0; — €)% | (0; — €i)?/ei
54 54.5 —0.5 0.25 0.005
93 79.5 13.5 185.25 2.292
o6 65.9 —-9.9 98.01 1.487
47 50.0 =3.0 9.00 0.180
41 43.6 —2.6 6.76 0.155
62 63.6 —1.6 2.96 0.040
09 52.7 6.3 39.69 0.753
38 40.0 —2.0 4.00 0.100
25 21.9 3.1 9.61 0.439
20 31.9 —11.9 141.61 4.439
30 26.4 3.6 12.96 0.491
25 20.0 5.0 25.00 1.250
2 = 11.631

Serbestlik derecesi = (Satur sayisy -1)(Situn saysi-1) = (3 —1)(4—1) =
6, a = 0.01 onem seviyesine gore, kritik degerler Xagg;ﬁ = 16.8 dir. Bu deger
tablodan 6 serbestlik derecesine gore bulunmustur. Bu test i¢in karar modeli

asagidaki gibi olur.

Sekil 8.6

11.631 < 16.8 oldugundan, gercek degerlerle teorik degerler arasindaki
farkhligin, 0.01 onem seviyesinde, onemsiz olduguna karar verilir. Yani,
adaylarin oy oranlarinin bolgelere gore farklhilik gostermedigi, 0.01 onem se-

viyesinde, kabul edilebilir.
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Ornek 8.8 Herbiri 100 kisiden meydana gelen iki grup (A ve B) belli bir
hastaliga tutuluyor. Hastaligin tedavisinde A grubundan 75, B grubundan
65 kigi hastaliktan kurtulduguna gore, verilen serumun hastaligin tedavisinde

yardim edip etmedigini 0.05 onem seviyesinde test ediniz.

Coziim 8.8 Veriler: bir tablo olarak gosterelim:

fyile§en hastalar fyile;smeyen hastalar | Toplam
A grubu serum
kullanan 75 25 100
B grubu serum
kullanmaz 65 35 100
Toplam 140 60 200

Bu tablo gézlenen frekanslar: gostermektedir.  Beklenen frekanslar ise

asaqrdaki gibi olur.

fyile§en hastalar fyile;smeyen hastalar | Toplam
(140)(100) _ (60)(100) _

A 7( 42)0(0 : =70 7( %?0 : =30 100
140)(100 60)(100

Toplam | 140 60 200

Sebestlik derecesi = (2—1)(2—1) =1, X395, = 3.84 olur. Serbestlik derecesi
1 oldugu i¢in Yates dizeltmesi yapilmalidir. Yates dizeltmesi icin formiil,

0; — €; —052
¢y o=l =09

€
seklindeydi. Bu formiil kullanidarak x* degeri,
»  (IT5—70[—05)> (|65—70[—0.5)> (|25 —30]—0.5)2 (|35 — 30| — 0.5)?
= 70 * 70 * 30 * 30
seklinde elde edilir.

=1.93

1.93 < 3.84 oldugu i¢in kullanilan serumun hastaligin tedavisine yardim
etmedigi soylenebilir.

8.3.1 Problemler

1. A fabrikasinda iiretilen pillerin ortalama omriiniin 210 saat, B fab-

rikasinin pillerinde ise bu siire 204 saat oldugu iddia ediliyor. Bu iki
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marka pil arasinda 6miir siiresi yoniinden bir farklilik olup olmadigini
test etmek gayesiyle A fabrikasindan 30 birimlik bir sans 6rnegi aliniyor
ve ortalama omrii 200 saat, standart sapmasi 7 saat bulunuyor. B fab-
rikasindan ise 50 birimlik bir sans 6rnegi aliniyor ve ortalama omrii 212
saat, standart sapma ise 9 saat olarak tesbit ediliyor. Bu bilgilere gore,

iddiay1 0.01 6nem seviyesinde destekleyebilir miyiz?

. Bir basketbol oyuncusu hata atigslarmin %60’inda say1 elde ettigini

soylemektedir. Bu oyuncu bir mevsim boyunca yaptigi 100 atistan
70’inde say1 elde etmistir. Oyuncunun hata atiglarinda o = 0.05 6nem

seviyesinde gelisme olup olmadigin test ediniz?

. Tibbi bir denemede fareler 6zel bir gida rejimi ile beslenerek 2 aylik bir

zaman sonunda 40 gramlik ortalama agirlik artis1 goriildiigii bilinmek-
tedir. Yeni bir diet 16 farelik bir 6rnek iizerinde denenmis ve ortalama
agirlik artiginin 43 gram ve varyansinin 16 gram oldugu belirlenmigtir.

a = 0.01 alinarak yeni dietin agirhgi arttirdigr hipotezini test ediniz.

Kabul edilen yeni bir 6gretim metodu ayni yaslarda 25 cocuk tizerinde
denenip, bunlarin verilen bir metni ortalama olarak 12 dakskada
ogrendikleri belirleniyor. Ayrica halen kullanilmakta olan metodla
ayni yaglardaki cocuklarin ayni metni ortalama olarak 13.4 dakikada
ogrendikleri ve standart sapmanin 2.5 dakika oldugu bilinmektedir.
a = 0.01 alinarak yeni metodun, kullanilmakta olan metoddan daha

etkin oldugunu séyleyebilir miyiz?

Bir tarim istasyonunda, belli bir giibrenin bugday tiretimi iizerindeki
tesiri incelenmek istenmistir. Bu amacla esit biiyiikliikte 24 parsel
secilerek, bu tarlalarin yarisi giibrelenmis, yarisi ise giibrelenmemistir.
Diger sartlar sabittir. Giibrelenen parselde ortalama verim 5.1 kile ve
standart sapma 0.36 kile; giibrelenmeyen parsellerde ise ortalama verim
4.8 kile ve standart sapma 0.40 kile olarak belirlenmigtir. Giibreleme
dolayisiyla bugday tiretiminin arttigina 0.01 6nem seviyesinde karar

verebilir miyiz?

Bir fabrikada belirli caplarda demir boru iiretilmektedir. Kontrol et-

mek amaciyla rastgele secilen 400 borudan 12 sinde i¢ ¢aplarin 6nceden
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belirlenmig sinirlarin iginde olmadigi belirlenmigtir. Ornek sonucuna
dayanarak, iiretim siiresinin %2 den daha ¢ok kusurlu boru verdigi

sonucu ¢ikarilabilir mi?(« = 0.05 aliniz.)

Bir zarin 120 kez atilmasiyla agagidaki sonuclar elde edilmistir.

Uste gelen yiizler |1 |2 |3 |4 |5 |6
Frekanlar 25 | 15|12 |26 | 15 | 27

a = 0.05 6nem seviyesinde, zarin hileli olup olmadigini test ediniz.

Bir sekreterin daktilo ettigi 100 sayfalik yazida, sayfalarda yaptig: hata-

larin siklik dagilimi goyle bulunmustur.

Bu sayfadaki hata saysi(z;) |0 |1 |2 | 3|45
Gozlenen sayfa sayisi 42 1331146 | 4

dagilimin normale uygunlugunu 0.05 6nem seviyesinde test ediniz.

Bir gsehirde cesitli meslek gruplarina ait 500 kisi iizerinde yapilan bir

anket sonunda asagidaki bilgiler elde edilmistir.

Sanayiciler | Tiiccarlar | Ciftgiler | Toplam

Faaliyeti

artanlar 65 95 90 250
Faaliyeti

diigenler 35 45 %) 135
F'.degigimi

farkedilmeyen 30 40 45 115
Toplam 130 180 190 500

Bu ii¢ sinifa kargilik gelen oranlarin dagiliminin, {i¢ meslek grubu igin

de ayni oldugu hipotezini 0.05 6nem seviyesinde test ediniz.

60 kisilik bir simifta 6grencilerin boy dagilimi asagidaki gibi belir-

lenmigtir. Dagilimin normale uygunlugunu 0.01 6nem seviyesinde test
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11.

12.

13.

ediniz. (X = 163 ve s = 7.91 dir.)

(")grencilerin boylar1  Frekanslar

145-150 3
150-155 8
155-160 10
160-165 12
165-170 17
170-175

175-180

Bir fabrikanin iirettigi mallarin %10 unun iyi, %70’inin orta, %20’sinin
de kotii kaliteli oldugu belirtilmigtir. Bu mallardan sansa baglh
olarak alinan 30 birimlik bir ornekte kalite dagilimi asagidaki gibi elde
edilmistir. Buna gore bu firma i¢in belirtilen kalite oranlarini 0.05 6nem

seviyesinde destekleyebilir miyiz?

Kalite Iyi | Orta | Kotii
Mal sayws1 | 2 | 21 7

Bir fabrikanin iirettigi pillerin%40’inin bozuk oldugu iddia edilmistir.
Bir kontrol heyetince 4’er birimlik 50 ornek teste tabi tutulmug ve

agagidaki dagilim elde edilmistir.

Kusurlusayis1 [0 |1 |2 |3 |4
Ornek say1s1 1012|1576

Bu dagilimin binoma uygunlugunu, 0.01 6nem seviyesinde test ediniz

ve iddianin desteklenip destenlenmeyecegine karar veriniz.

E5 karayolunda, saat 8 — 9 arasi ortalama 2 trafik kazasi oldugu belir-
lenmistir. Kazalarin Poisson dagilimi gosterdigini belirlemek amaci ile,
birbirini takip eden 100 giin igerisinde s6z konusu saatlerde meydana
gelen kaza sayisi tesbit edilerek asagidaki tablo diizenlenmigtir. Buna
gore dagilimin Poissona uygun olup olmadigini 0.05 6nem seviyesinde
test ediniz.

Kazasayis1 [0 |1 |2 |3 | 3den ¢ok
Giin saywist | 10 [ 30 | 35| 15| 10




Chapter 9

VARYANS ANALIZI

9.1 Temel Kavramlar ve Kitle Ortala-

malarinin Egitliginin Testi

Varyans analizinde temel amag, ikiden fazla 6rnek icin sapmalarin kareler
toplamini, bu sapmalara sebep olan nedenler itibariyle, kisimlara ayirmak ve

analiz etmektir.

Bu analiz sonunda, ornekler arasinda uygunluk olup olmadigi, yani séz
konusu orneklerin ayni kitleye ait birer sans 6rnegi olup olmadiklar: da ortaya

konulmus olur.

Iki 6rnek ortalamast arasindaki farkin 6nem kontrolii, Ornegin
biiyiikliiklerine gore z veya t testlerinden biriyle yapilir. Bu testlerle iki-
den fazla 6rnek ortalamasini birlikte test etmek ve aralarindaki farkin 6nem
kontroliinii yapmak miimkiin degildir. Bu durumda varyans analizine bag

vurulur.
>3 - X (9.1)

degerinin, yani oOrneklerdeki biitiin X;; degerlerinin genel ortalamadan
gosterdikleri sapmalarin kareler toplminin iki kaynagi vardir. Birincisi, 6rnek

ortalamalarinin genel ortalamadan gosterdikleri sapmalar, digeri ise herbir
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ornekteki degerlerin kendi 6rnek ortalamalarindan gosterdigi farkliliklardir.

Bunlardan birincisi “gruplar arasi kareler toplamidir (G.A.K.T)” ve

n > (X; - X)? (9.2)
seklinde hesaplamr. Diger ise, “gruplar ici kareler toplami (G.I.K.T)”
> (X - &) (9.3)
i
olarak ifade edilir. Buna gore,
Genel Kareler Toplami = G.A.K.T + G.LK.T

veya

YOS (X~ X)2 = ad (X - X233 (X - X)) (94)
i i
yazilabilir. Bu esitlikle ii¢ varyasyon kaynaginin herbirinin uygun bir serbest-

lik derecesine boliinmesiyle birer varyans elde edilir.

i 2 (Xij — X? axn(X,-X)? %, (X — Xi)?
kn—1 ’ k—1 ’ k(n —1)

(9.5)

Burada, k ornek sayisi, n ise ornek biiyiikliigii olmak tizere, genel kareler
toplami icin serbestlik derecesi, kn — 1 dir. Gruplar arasi kareler toplaminin
serbestlik derecesi ornek sayisinin bir noksani, yani, £ — 1 olarak ifade edilir.
Gruplar i¢i kareler toplamiin serbestlik derecesi ise, (kn — 1) — (k — 1) =
k(n — 1) olur, yani her 6rnegin serbestlik derecesi (n — 1) 6rnek sayisiyla
carpilmigtir. Bunlardan birincisi genel kareler ortalamasi, ikincisi gruplar
arasl kareler ortalamasi, iigiinciisii ise gruplar ici kareler ortalamasi veya hata

kareler ortalamasidir.

Varyans analizinde gruplar arasi kareler ortalamasi olan S?, gruplar igi
kareler ortalamasi olan S2’ye boliinerek bir F' degeri elde edilir. S? 6rnek or-
talamalar arasindaki farklihgin gostergesidir. S ise sansa bagh farkhilagmay1
ifade eder. Eger analize tabi tutulan 6rnekler ayni kitleye ait sans 6rnekleri
olmus olsalar, S?/S2 = 1 olmas gerekir. S7/S? 1’den ne kadar biiyiik ¢ikarsa,

ornek ortalamalar arasindaki farklilikta o derece 6onemlidir.
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Cesitli 6nem seviyeleri ve ornek biiyiikliikleri i¢in S?/S2 nin hangi nok-
taya kadar sansa verilebilecegi, hangi noktadan sonra onemli kabul edilerek
orneklerin farkli kitlelere ait olduklarina karar verilebilecegi, F' cetvelleriyle
tesbit edilmigtir. Yani, bizim buldugumuz F' degeri cetveldeki degerden
kiiciikse Ornek ortalamalar1 arasindaki farklilik sansa baghdir ve Ornekler,
ayni kitleye aittir. Buldugumuz deger cetvel degerinden biiyiikse o6rnek
ortalamalar1 arasindaki farkliligin onemli olduguna ve bu o6rneklerin farkh

kitlelere ait olduklarina karar verilir.

F dagilimi saga carpiktir. F', negatif deger alamayacagindan, test tek

yonliidiir. Red bolgesi, egrinin sadece sag ucunda yer alir.

Sekil 9.1:

Buraya kadar olan agiklamalarimizi, F' = S?/S2 olmak iizere, bir tablo

halinde asagidaki sekilde 6zetleyebiliriz;

Serbestlik | Kareler | Kareler
Degigme Derecesi | Toplam1 | Ortalamasi
Gruplar aras1 | k — 1 G.AK.T | 52
Gruplar igi k(n—1) | GILK.T |52
Toplam nk —1 G.K.T

Kareler Toplamlarinin Hesaplanmasinda Kisa Formiiller

Gruplar aras: kareler toplama;

k 32 2
GAKT = o ENS_ (EXXy)

n kn

=1
» X;)? = Gruplarn toplamlarinin kareler toplami(9.6)
" X,;)? = Biitiin birimlerin toplaminin karesi
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Gruplar ici kareler toplamai;

GMHJ:ZZ%—i@&X (9.7)

=
olarak bulunur. Burada,
Z Z ij biitiin birimlerin karelerinin toplamidir.
Genel kareler toplami;
k Xz 2
GMﬂ:ZZ%-Z@%l— (9.8)
i—1 n

olur.

Daha ileri analizlerde gruplar arasi kareler toplami da kendisini belirleyen
faktorler ve bu faktorlerin birlikte bulunmalarindan ortaya ¢ikan interaksiy-

onlar yoniinden ayr1 ayri analiz edilir.

Varyans analizi, regresyon onem kontrollerinde de kullanilir. Bu konu
regresyon boliiminde tekrar ele alinacaktir. Yeri gelmisken su onemli
hususu da belirtmekte fayda vardir. Varyans analizi 6rnek ortalamalar:
arasinda herhangi bir farklilik bulunup bulunmadiginmi ortaya koymakla be-
raber bu farklihga hangi 6rnek ortalamasimin(veya ortalamalarinin) sebep
oldugu hususunda bir fikir vermez. Farklilik gosteren gruplarin belirlenmesi

icin ayr1 metodlar gelistirilmistir. Bunlara burada deginmeyecegiz.

Ornek 9.1 Bir fakiiltenin fktisat, f§letme, Pazarlama ve Yonetim
boliimlerinden mezun olan tcer kisi, mifettislik sinavina giriyor ve asagidaki
notlary alworlar. Basar, durumunun bolimlere gore farkhilik gotermedigini

0.05 onem seviyesinde test ediniz.

ITktisat f§letme Pazarlama Yonetim

7 5 7 3
8 6 7 6
4 6 4 5
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Cozum 9.1 Bu problemde, ikiden fazla ortalamalarin karsilastirilmasy s6z

konusu oldugundan, varyans analizi yapilacaktir.  Kullaniacak formaller

sunlardur:
kE<—n ( Xij)?
GKT = Y'Yy X%—%
GAKT = yhQXE _ 02X (9.9)

GILK.T = GKT— GAK.T

SF S Xy Biitiin birimlerin toplama (genel toplam)
Sk X2 Herbir birimin karelerinin toplamu

(> X;)%: Grup toplamlarinin kareleri

n: Her gruptaki birim sayise (6rnek biyikligi)
k : Grup sayist

nk : Toplam birim sayisidir.

Gruplar; iktisat, isletme, pazarlama ve yonetim bolumleridir. Bunlar
swraswyla: I, II, I11, IV rakamlar: ile gosterelim.

I o\ uar | 1v
7 5 7 3
8 6 7 6
4 |6 |4 |9

X, — |19 |17 |18 | 14
(T X;)2 — | 192 | 172 | 182 | 142

SY X =19+ 17+ 18 + 14 = 68,

= 390

Z (T X;)? B 192 4+ 172 4 182 4 142 ~ 1170
n N 3 N

n=23;, k=4 dir.

(1) an* (rn? (1vy>
9 25 49 9

6/, 36 49 36

16 36 16 25
129 97 114 0
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Tabloya gore,

YN XD =129497+ 114 + 70 = 410

bulunur. Buldugumuz degerleri formiillerde yerlerine yazdigimizda,

G.K.T

GAK.T
G.ILK.T

(68)*
410 —
4
(68)*
390 —
3.4

= 24.67

= 4.67

24.67 —4.67 =20

elde edilir. Simdi varyans tablosunu dizenleyelim.

Degisim
Kaynagi

Serbestlik
Derecesi

Kareler Toplami1 | Kareler Ortalamasi

Gruplar Arasi

k—1=4-1=3

G.AK.T. =467 | GAK.O. =4.67/3 =1.56

Gruplar Ici

k(n—1)=4(3—1)=38

GIK.T. =20 GIK.0.=20/8=25

_ GAKO 156

 GILK.O 25

= 0.62

F tablosundan 0.05 onem seviyesi ve 3 ile 8 serbestlik derecesine gore F

degeri, Fyos3-3 = 4.07 bulunur. Hy, hipotezi ortalamalarin esit oldugunu

ifade ettiginden, 0.05 dnem seviyesinde, ortalamalar arasindaki farkliligin

onemli olmadigina karar verilir.

farklilik gostermedigi soylenebilir.

Yani, basari durumunun bolimlere gore

Ornek 9.2 Civata idireten bir fabrikada civata i¢ c¢aplarinin  kontroli

amacwyla, turetimden rastgele 5’er birimlik 4 ornek alinmis ve gozlemler

asagidaki tabloda kaydedilmaistir. I¢ caplarda gozlenen farkhiiklarin onemli

olup olmadigin, %1 onem seviyesinde karar veriniz.
)

1.ornek 2.0rnek 3.ornek J.ornek

0.54
0.44
0.44
0.52
0.58

0.54
0.55
0.49
0.56
0.49

0.59
0.55
0.60
0.51
0.56

0.44
0.44
0.59
0.59
0.54
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Cozim 9.2
1.ornek 2.ornek 3.ornek J.ornek
0.54 0.54 0.59 0.44
0.44 0.55 0.55 0.44
0.44 0.49 0.60 0.59
0.52 0.56 0.51 0.59
0.58 0.49 0.56 0.54
2.52 2.63 2.81 247
> > Xij =2.52+2.63+2.81 4247 =10.43
ve
X;)? .3504 + 6.91 .8961 1
Z(Z ) :6350 +6.9196 + 7.8961 + 6 009:5‘4529

n 5

olur. Simdi varyans tablosunu duzenleyelim.

(1.ornek)*  (2.6rnek)* (3.6rnek)®  (4.6rnek)?
0.2916 0.2916 0.3481 0.1936
0.1936 0.3025 0.3025 0.1936
0.1936 0.2401 0.3600 0.3481
0.2707 0.3136 0.2601 0.2112
0.3364 0.2401 0.3136 0.2916
1.2859 1.3879 1.5843 1.2385

ZZX% = 1.2859 + 1.3879 4 1.5843 + 1.2385 = 5.4966

)

(XX Xy)? (10.43)
GK.T=3 > X2~ PSS = 54966 — S 0.0574
k N2 32
GAKT=Y X EEXu) 5 09 54392 = 0.0137

n kn

GIK.T=GKT—GAK.T=0.0574— 0.0137 = 0.0437
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olarak elde edilir. Stmdi varyans analizi tablosunu dizenleyelim.

Degisim
Kaynag1 Serbestlik Derecesi Kareler Toplam1 Kareler Ortalamas:
Gruplar Aras: k—1=4-1=3 G.A.K.T. =0.0137 G.A.K.O. = 0.0137/3 = 0.0046
Gruplar Igi k(n —1)=4(5—1)=16 | G.I.LK.T. =0.0437 | G.I.LK.O.=0.0437/16 = 0.0027

_ GAK.O. 00046

= : = =1.7
G.I.K.O. 0.0027

F' tablosunda, 0.01 onem seviyes:i ve 3 ile 16 serbestlik derecesine ait F'
degeri, Fo 1,316 = 9.29 dur. 1.70 < 5.29 oldugundan hipotez kabul edilir.
Yani, tretilen civatalarin i¢ caplarnda gorulen farkhiliklar, 0.01 onem se-
viyesinde, onemli degildir. Dolayisiyla, fabrikanin yaptigr uretimin kontrol

altinda olduguna, bu onem seviyesinde, karar verilir.

9.2 Varyanslarin Esitliginin Testi

Bundan onceki kesimde ifade ettigimiz gibi k tane kitle ayni varyansli normal
dagilima sahipse, G.A.K.O/Gi.K.O oran1 F' dagilimina sahiptir. Bu oranin
kullanilmasiyla kitle ortalamalarinin esgitligi hipotezini test ederiz. Bazan
cesitli kitlelerin varyanslarinin kargilagtirilmasi da ilging olabilir. Bu kesimde

Bartlett testi olarak bilinen bir metodla

Hy : o?=0)=---=o0} (9.10)

H, : Varyanslarin tiimii esit degildir

hipotezini test edecegiz. Bu amacla birbirinden bagimsiz normal dagilhimli £
tane kitleden n,, no, - - -, ny elemanh 6rnek segiyoruz. Sirasiyla S2,S2,---,S?
ornek varyanslarini, sonra Sz ile gosterecegimiz birlestirilmiy varyansi
hesaplariz. Ele n; = n alinirsa:

1 n
S? = d (wij—3:)% i=1,2,3,---,k (9.11)

7
ni — 15
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ve
k 2
2 iz1(ni —1)5;
= 12
5y ==L (9.12)
olur.
1 i 1 1
=14 — — 1
¢ +S(k—l) L:1 (ni—1> n—kl (9.13)
olmak iizere, test istatistigi,
1 k
B = 5[(n — k)ln(Si) = (n; — 1)in(S?)] (9.14)
i=1

olur. Burada C’ye diizeltme carpani denir. Bartlett testinin dayandigi
test istatistiginin ornek dagilimi yaklasik olarak y? dagilimidir. Burada
serbestlik derecesi £k — 1 dir. Boylece B’nin degerini k& — 1 serbestlik
derecesinde 2 tablosundan bulunan y? degeri ile karsilagtiririz. Ornek
biiyiikliikleri kiiciik oldugunda C' carpan1 y?’ye yaklagimi kuvvetlendirir.
Daima C' > 1 oldugundan C"nin kullanilmasiyla test istatistiginin hesaplanan
degeri kiiciilecektir. Ornek varyanslari birbirinden cok farkl ise B’nin degeri
biiyiik olur ve Hj reddedilir.

Ornek 9.3 Asaqidaki tablodaki degerler ii¢c ayri kitleden alinmas ornekleri
gosteriyor. kitle varyanslarinin egitligi hipotezini 0.05 onem seviyesi i¢in

test ediniz.

Alyl7]6]6
Bls|1]3|s5]3ly
clsl68|ols

Cozum 9.3 Ortalamalar:
X, =23/4, X5 =21/6, X3 =36/5.
Hipotez:

. 2 _ 2 _ 2

H, : Varyanslarin tumi egit degildir
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Onem seviyesi: o = 0.05 olarak veriliyor.
Serbestlik derecesi=k —1=3—1=2.
B > x3_, =5.991 olarak bulunur.
Verilen tablodan, ny = 4, no =6, ng =5, n = 15 yazilr.
Orneklerin varyanslary:
S? =1.583, S3 =2.300, S; =2.700

ve birlestirilmis varyans:

3(1.583) + 5(2.300) + 4(2.700)

S2 =
p 12

= 2.254

olur. Ayrica,
1
C=14+——7+[1/34+1/54+1/4—1/12] =1.1167

oldugundan test istatistiginin degeri:

1
- 1.1167

[(15 — 3)In(2.254) — (31n(1.583) + 5n(2.300) + 41n(2.700))] = 0.213

dir. 0.213 < 5.991 oldugundan varyanslarin esitligi hipotezi reddedilemez.

9.3 Problemler

1. Ug yeni ilag belli bir rahatsizligi 6nleme bakimindan oOneriliyor. Bu
ilaclar1, test ediyoruz. Iyilesmeye baslamadan once gecen saatlerin
sayisi Olcgiilen degiskendir. Basglangic calismasinda asagidaki sonuclar
bulunmustur. _ _ _

1.Ilag 2.Ilag 3.Ilag
0.6 1.2 1.5
1.1 1.0 1.2
1.0 0.9 1.3
0.7 0.9 1.2

%5 6nem seviyesinde ilaclarin etkinliklerinin 6nemli derecede farklh olup
olmadigini test ediniz.
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2. Ug cins bugday parsellenmig 12 arazi iizerine rastgele ekilmigtir. Dekar

basina elde edilen bugday teneke olarak asagidaki tabloda verilmigtir.

l.cins 2.cins 3.cins
9 14 8
10 12 9
12 13 12
11 10 11

Varyans analizi ile %5 6nem seviyesinde bugday cinsleri arasinda 6nemli

bir fark olmadigina karar veriniz.

3. Asagida verilen tablodaki verilerin:

i. Varyans analizi tablosunu yapiniz.

ii. Grup ortalamalarini tahmin ediniz.

iii. Grup ortalamalari arasindaki fark 6nemlimidir.

l.grup 2.grup 3.grup

25
15
10
12

22
21
8
15
11

8
16
4

4. 16 kuzu herbirinde 4 kuzu olan 4 gruba rastgele boliinmiistiir. Her

gruba farkli yem verilmistir. Her kuzunun belli bir zaman sonunda

kazandigr agirlik kilogram olarak agagidaki tabloda verilmigtir.

l.yem 2.yem 3.yem 4.yem

65
67
64
70

77
80
72
78

100
102
95
105

92
87
86
95

Varyans analizi tablosunu kurunuz ve %5 onem seviyesinde yemler

arasinda 6nemli bir fark olup olmadigini kontrol ediniz.
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5. Asagidaki tablodaki degerler {i¢ ayri kitleden alinmig ornekleri
gosteriyor. Kitle varyanslarinin esitligi hipotezini 0.05 6nem seviyesi

icin test ediniz.

o NN >IN TS
N W ot w o~ oo |
ot © o o ® |0



Chapter 10

REGRESYON VE
KORELASYON TEORISI

10.1 Temel Kavramlar

Uygulamada genellikle cesitli degigkenler arasinda bir ilginin bulundugu
goriiliir. Bu ilginin derecesi “korelasyon” un, matematik olarak ifade edilmesi

ise “regresyonun”un konusudur.

Regresyonda, bir bagiml degigken bir de ona etki eden bagimsiz degigken
veya degiskenler so6z konusudur. Korelasyonda ise, degiskenlerin birinin
bagimlh digerlerinin bagimsiz olma sarti yoktur. Bagka etkilerle degisme
gosteren iki degisken arasinda da korelasyon hesaplanir. Ileride gorecegimiz

gibi, korelasyon katsayisinin formiilii de iki yonli bir iligkiyi gostermektedir.

Dagilma Diyagramlar:

Tanim 10.1
Koordinat sisteminde (X1,Y1), (Xo2,Ys), -+, (Xy,Ys) ciftlerinin kimesinin
grafigine dagilim diyagrama denir.

Bu diyagramdaki noktalarin durumuna gore, regresyon denkleminin gekline

221
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karar verilir. Daha sonra bu denkleme ait katsayilar hesaplanir ve nihayet
onem kontrolii yapilarak, secimin iyi yapilip yapilmadigi ortaya konur. Eger
onem kontrolii sonunda, regresyon denkleminin dagilimi iyi temsil edemedigi

ortaya cikarsa, bir bagka denklem iizerinde calisilir.

Uygulamada, en fazla lineer regresyon ve parabol kullanilir. Bunlarin
yaninda cok degiskenli problemler, yani, bir bagimli degiskeni birden fazla

bagimsiz degiskenin belirledigi problemler de oldukca yaygindir.

Ornek 10.1 Asagidaki tablo 10 égrencinin matematik ve fizik derslerinden

aldigr notlary gostermektedir. Dagilim diyagramini ¢iziniz.

Ogrenci A B C D E F G H I J
Matematik notu(X) | 1 8 15 18 23 28 33 89 45 45
Fizik notu(Y) 9 14 8 20 19 17 36 26 14 29
Coziim 10.1 .
Sekil 10.1:

10.1.1 En Kiiciik Kareler Metodu

Regresyon denklemlerinin kurulusunda en yaygin ve en gergekci metod, “en
kii¢iik kareler metodu”dur. Bu metodun esasi, gercek degerlerin regresyon
dogrusundan (veya egrisinden) uzaklagmalarini minimum yapan denklemin

bulunmasidir.

Gergek degerler Y;, regresyon degerleri (tahmini degerler) Y; ve bu degerler
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arasindaki fark m; olmak tizere,
S m? = Y (V; - Yi)? = minimum (10.1)

olan denklem, dagilimi, en iyi temsil eden denklemdir. Buradaki m; asagidaki

sekilde gosterilmigtir.

Sekil 10.2:

(Xo, Y0), (X1,Y7), -+, (X,,Y,) noktalar1 arasindan sonsuz sayida dogru
gecebilir. Her dogru icin Y; degerleri ile Y; degerleri arasinda degisik farklar
gikacaktir. Bunlar igerisinde herhangi bir dogru icin, bu farklarin kareler

toplam1 minimum ise, iste o dogru dagilimi en iyi temsil eden dogrudur.

Genel olarak, (X, Yy), (X1,Y1), -, (Xn,Y,) noktalarindan gegen dogru

denklemi,

A

olarak yazilabilir. Bu Y; degeri (10.1) de yerine yazilirsa:
>omi=> (aX;+b-Y;)? i=0,1,1,---,n (10.3)

olur. Biz Y m? degeri minimum olacak sekilde a ve b degerlerini bulmak
istiyoruz. Bunun i¢in (10.3) esitliginin sag tarafim sifira egitleyip hem a’ya

hemde b’'ye gore kismi tiirev alirsak, asagidaki iki denklemi elde ederiz:

YV = ad) X+nb (10.4)

XY = a) X°+b) X

Bu denklemlere “normal denklem” denir. Normal denklemler yardimiyla a
ve b degerleri bulunur ve y = ax + b denkleminde yerine yazilarak istenen

regresyon denklemi bulunmusg olur.
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Parabol i¢in de benzer yolla

YV = ne+b) X+ad) X?
XY = ¢} z+b) XP+a) X° (10.5)
YXW = Y XP4bY XP+a) X!

denklemler elde edilir.

Zaman serisi problemlerinde, X; zamani gosterir. X, degerlerini
istedigimiz gibi kodlama imkanina sahip oldugumuzdan, bu degerleri )~ X =
0 olacak sekilde kodladigimizda X ve X? toplamlar sifir olacagindan

yukaridaki normal denklemler

ZY = nc+aZX2
XY = by X° (10.6)
YXY = ) X?*+ad X*

sekline doniisiir. Buradan,

XY

olarak bulunur. Burada b’ye regresyon katsayisi denir.

Ornek 10.2 Asaqdaki tabloda wverilen X, Y degiskenleri icin en kicik

kareler metodunu kullanarak dogru denklemini bulunuz.

X\ 0 2 4 6 8§ 10
Y\z.o 51 9.0 13.0 17.0 21.0

Coziim 10.2 Istenen dogrunun denklemi
Y=aX+b

seklindedir. Bu denklemdeki a ve b sabitlerini bulmamaz i¢in gerekli regresyon

normal denklemler: sunlardir:

ZY = aZX+nb
XY = o) X?+b>. X
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Bu denklem sisteminde, ihtiyac duyulan toplamlar asagida hesaplanmastir.

X| vy | x2 | Xy
0] 1 0 0
2| 511 4 | 102
4| 90| 16.0 | 36.0
6

8

13.0| 86.0 | 78.0
17.0| 64.0 | 136.0
10| 21.0 | 100.0| 210
30| 66.1| 220.0| 470.2

Bu toplamlar:, normal denklemlerde yerlerine yazarsak

66.2 = 30a + 6b
470.2 = 220.0a + 300

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistem ¢ozulirse a = 1.9885, b = 1.090

olarak bulunur. Buna gore regresyon dogru denklemi,

Y = 1.9885X + 1.090

olarak ifade edilir.

Ornek 10.3 Asaqidaki tablo, bir fakiltenin ogrencilert arasindan rastgele

segilen 10 ogrencinin Matematik ve Fizik notlariny gostermektedir:

Matematik‘ 75 80 93 65 87 171 98 68 84 17
Fizik ‘82 78 86 72 91 80 95 T2 89 7

Buna gore:

1. Matematik notlariny bagimsiz degisken kabul ederek, verilere i¢in en uyqun

dogrusuyu bulunuz.

1. Matematik dersinden 75 alan bir 6grencinin Fizik dersinden kag almass

beklenir.

1ie. Fizik dersinden 95 almas bir ogrencinin Matematik’ten kag¢ almast bek-

lenir.
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Cozim 10.3 . Istenen dogru, en kucuk kareler metodu kullanilarak bulu-

nacak dogrudur. Regresyon normal denklemlerinin

Y
S XY

seklinde oldugu bilinmektedir. Buradaki ifadeleri bulmak icin asagidak:

tabloyu kullaniriz:

X
75
80
93
65
87
71
98
68
84
77
798

Bu toplamlar: regresyon denklemlerinde yerlerine yazdigimizda

00819
66045

denklem sistems elde edilir. Bu denklem sistemi ¢ozilerek a = 0.66, b =

29.23 bulunur. a ve b degerleri dogru denkleminde yerlerine yazilirsa,

istenen dogrunun denklemi,
Y

olarak bulunur.

Y
82
78
86
72
91
80
95
72
89

74
819

ad X +nb

aZX2+bZX

XY
6150
6240
7998
4680
7917
5680
9310
/896
7476
5698

66045

X2
5625
6400
8649
4225
7569
5041
960/
4624
7056
5929

64722

798a + 100
64722a + 798b

0.66.X + 29.23
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1. Bagimsiz degisken X, matematik notlarine temsil ettigi icin, dogru denk-

leminde X = 75 yazlirsa,
Y = 0.66(75) + 29.23 ~ 79
bulunur.
11. Bu defa dogru denkleminde Y = 95 yazilirsa,

95 = 0.66X -+ 29.23
X = (95-29.23)/0.66 = 99.65 ~ 100

bulunur.

10.1.2 Tahminin Standart Hatasi

Standart hata, gercek degerlerin, tahmini degerlerden ayriliginin bir
olctisiidiir. Temelde standart sapmaya benzer. Standart sapmada, verilerin
ortalama etrafindaki dagiliglar1 belirleniyor ve hangi seride bu sapma ek-
sik ¢ikarsa, onun daha diizgiin olduguna, pratik olarak, karar veriliyordu.
Standart hatada ise, ¥ degerlerinin Y degerlerinden sapmalar: olgiilmekte
ve standart hatasi daha diigiik olan denklemlerin, dagilimi daha iyi temsil
edebileceklerine, pratik olarak, karar verilebilmektedir. Bununla beraber, bu
kararin regresyon analiziyle verilmesi en saglam yoldur. Bu analizin esasi

yine standart hataya dayanmaktadir.

Standart hata icin genel formiil

Y -Y)?
Syx = %, s.d = serbestlik derecesi (10.8)
s.

seklindedir. Serbestlik derecesi dogru i¢in n — 2, parabol i¢in n — 3, kiibik

egri icin n — 4 ve iki bagimsiz parabol icin n — 3 diir.

Standart sapmay1 hesaplamak icin kullanilan sade formiillerin benzeri

standart hata icin de belirlenmigtir. Bunlar

2 _ _ _
Sy x = Zy—ag:xy, burada (x+=X - X, y=Y =Y (10.9)
n—
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veya
Sty == y2n__a22 Y (10.10)
olarak yazilir. Parabol igin,
Y =aX?>+bX +c (10.11)
olmak tizere,
o= DY TbRay —aZly (10.12)

n—2

seklindedir.

10.2 Lineer Regresyon Katsayisinin Onem

Kontrolu

10.2.1 ¢ Testi Ile Onem Kontrolii

Regresyon katsayisi (lineer regresyon igin a = Y. XY/ X2, parabol igin
b =3 XY/Y X? dir) bir istatistiksel parametresi olup, ait oldugu kitlenin

regresyon katsayis1 3 dir.

Bu testte hipotez, “#’nin énemli olmadig1” seklinde kurulur. Alternatif

hiotez ise, “f#’nin 6nemli oldugu” seklindedir. Yani,
H, : p#0 (10.13)

dir. Buna gore, test sonunda hipotez kabul edilirse, regresyon un o6nemli
olmadigina, reddedilirse nemli olduguna karar verilecektir. Teste esas olacak

t degeri ise lineer regresyon icin
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parabol igin,

t = = (10.14)

formiiliiyle hesaplanir. Burada S, veya S, regresyon katsayisinin standart
sapmasidir ve

Sy x 2 o2 2
S, = Sp= , E 7= E X —-X) = E X — E X)?/n) (10.15

dir.

Sekil 10.3:

10.2.2 Varyans Analiziyle Onem Kontrolii

Varyans analizinde, genel kareler toplam (Y — V)2, regresyon (Y — Y)?
ve hata kareler toplami (Y — V)2 olmak fizere iki kisma ayrilarak analize

tabi tutulur. Bunlar arasinda
Y -Y)P=YY-Y) +{Y-Y) (10.16)

bagint1 vardir. Hipotez, regresyonun onemli olmadigi seklinde kurulur. Li-

neer regresyon icin regresyon kareler toplami a ) xy, hata kareler toplamai ise
Sy? —a ay dir.
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Sekil 10.4:

Bu toplamlarin kendi serbestlik derecelerine boliinmesiyle birer varyans

tahmini elde edilir. Daha sonra, regresyon kareler ortalamasi, hata kareler

ortalamasina boliinerek F' degeri bulunur. Bulunana F' degeri, F' cetvelin-

deki kritik degerlerden biiyiikse, hipotez reddedilerek “regresyon denkleminin

dagilimi temsil edemedigine” karar verilir. Lineer regresyon icin regresyon

analizi tablosu (s.d ile serbestlik derecesini, K.T ile kareler toplamim ve K.O

ile de kareler ortalamasini gosterirsek) agsagidaki gibidir:

Degigsim Kaynagt | s.d K. T K.O
Regresyon 1 ay. xy a>. Ty
Hata n—1|Sy—aXay | (S’ —aXxy)/(n—2)
Burada,
2 _
LY Z02TY _ g (10.17)
n—2 Y
ve dolayisiyla,
ad Ty
F 5 (10.18)

olur. Burada,

ny:ZXY——(EX)n(ZY), Syr=3v2- Y

seklindedir.

n
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10.3 Parabol igin Regresyon Onem Kontrolii

Parabol icin regresyon analiz tablosu asagidaki gibi olusturulur. Analizin

diger boliimleri lineer regresyon gibidir.

Degisim Kaynag1 | s.d K.T. K.O
Regresyon 2 b xy +a a2’y R.K.T/2
Hata n—3|Yy*—bXay+aXa?y) | HK.T/(n-3)
2 )
Yoaty =Y iy — Ez)Ey) (10.19)
n

olarak yazilir. Burada Y- 2%y = 3 X?Y — (X X?)(2Y))/n dir.

10.4 Cok Degiskenli regresyon

Bagimsiz degiskenin birden fazla oldugu problemlerde, normal denklem-
ler, en kiiciik kareler metoduyla ve daha once agikladigimiz yolla bulunur.
Bununla beraber pratik olarak, regresyon denkleminin her iki tarafi, soz
konusu degiskenlerle ayr1 ayri carpilarak taraf tarafa toplamr. Ornegin, iki

bagimsiz degiskenli problemlerde regresyon denklemi,
Y = a+b1X1 —|—b2X2 (1020)

seklindedir. Normal denklemlerin bulunmasi icin, esitligin her iki yam taraf
tarafa n defa toplanarak birinci denklem elde edilir. Sonra bu denklemin her
iki tarafi X ile carpilarak ikinci denklem bulunur. Daha sonra ise birinci

denklemin her iki tarafi X, ile carpilarak iiciincii denklem yazilir. Boylece

ZY = na+b12X1+bQZX2
ZXIY = G,ZX1+I)12X12+I)QZX1X2
ZXQY = CLZXQ +b1 ZXlXQ +bQZX22 (1021)

normal denklemleri elde edilir.
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Tki bagimsiz degiskenli problemlerde standart hata

Yy —bi Yy — by Y12y

Syz =
Y n—3

(10.22)

ile hesaplanir.

10.4.1 Iki Bagimsiz Degiskenli Problemlerde Regres-

yon Analizi

Bu problemlerde, asagidaki analiz tablosu kullanilir. Analizin diger kisimlar:

lineer durumda oldugu gibi yiiriitiiliir.

Degigim Kaynagi | s.d K.T. K.O
Regresyon 2 b1 S xiy + b Y xay R.K.T/2
Hata n—=3 |2y’ = (b x1y+ b Y woy) | HK.T/(n-2)

Tkiden fazla bagimsiz degisken ihtiva eden problemlerde de benzeri tablo-
lar olusturulur. Ornegin, ii¢ degiskenli problemlerde tablodaki regresyon
kareler toplamina bs 3" 23y ilave edilir. Hata hesaplamasinda da 3" ? den

cikarilan kisim icine yine bu b3 > x3y eklenir. regresyon icin s.d ise 3 olur.

Ornek 10.4 Tasarrufun milli gelire bagl olarak degistigini kabul ederek

asagrdaki veriler i¢in:

t. En kiicuk kareler metodunu kullanarak regresyon dogrusunu bulunuz.

1. Kisi basina milli gelirin ayda 2 milyon lira olmasi halinde, tasarrufun

ne kadar olacaginy hesaplayiniz.
111, Tahmini standart hatayr bulunuz.

iv. Regresyon katsaysimin %1 seviyesinde énem kontrolint yapiniz.
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Kisi basina milli gelir (1 000 000 TL) Tasarruf (100 000)

6.0 5
7.2 8
8.6 9
12.0 15
15.6 17

Cozum 10.4 . Regresyon normal denklemleri sunlardir:

ZY = aZX—l—nb
YXY = o) X?+b> X

Tasarruf, milli gelire bagly olarak degistigi i¢in, bagimli degiskendir.

Yani, tasarruf Y, milli gelir ise X olarak alinar.

X Y Xy Xz y?
6.0 5 30.0 36.00 25
72 8§ 576 51.84 64
86 9 774 7396 81

12.0 15 180.0 144.00 225
15.6 17 265.2 243.36 289
494 54 610.2 549.16 684

Burada n =5 dir. Bu toplamlar regresyon normal denklemlerinde yer-

lerine yazilirsa,

54 = 49.4a + 5b
610.2 = 549.16a + 49.4b

olur. Bu denklem sistemi cozilerek a = 1.25 ve b = —1.55 bulunur.

Regresyon dogru denklems,

Y =1.25X —1.55

olur.



234

ii. Y = 1.25X — 1.55 denkleminde X = 2 yazilirsa, Y = 1.25(2) — 1.55 =
0.95 milyon TL olur.

1t Tahmini standart hatayr asaqidaks iki yol ile bulabiliriz:

1. yol:

Yyr-bXy—aXaxy

n—2

Syx =
formilund kullanalim. a ve b degerleri yukarida bulundu. Buna gore,

_ [684 — (—1.55)(54) — (1.25)(610.2)
Syx = \/ 5_ 9

=1.28

olarak elde edilir.

2. yol : Simdi de

(Y -Y)?

S =
Y X n_9

formilund kullanalim. Bunun i¢in Y; degerlerini tek tek bulmak gerekir.
Bilindigi gibi her bir X degeri regresyon denkleminde yerine yazilirsa

buna karsilik gelen deger Y dir.

X Y v Y -Y) (VY -Y)?
6.0 5 —=1.554+1.25

(6.00) =5.950  —0.95 0.9025
7.2 8 —1.55+1.25(7.20) =7.450  0.550 0.3025
86 9 —1.55+1.25(8.60) =9.200 —0.20 0.0400
12.0 15 —1.55+1.25(12.0) = 13.45  1.550 2.4025
15.6 17 —1.55+1.25(15.6) =17.95 —0.95 0.9025

4.5500

Bu tabloya gore

4.55
=/——= =12
SYX 5 9 3

olarak bulunur.

Gorildigu gibi 1.yol ile Syx = 1.28; 2.yol ile Syx = 1.23 bu-
lunmustur.  Aralarindaki bu farklhihk, a ve b sabitlerinin hesabinda,

yaklasik degerlerin kullaniimasindan dogmustur.
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iv. 1. yol (¢ testi ile 6nem kontrolii): Bilindigi gibi

a— [ a _SYX)

t = = — Sa_
Sa S, ( S a2

idi. Yukarida a = 1.25; Sy x = 1.28 olarak bulunmustu. O halde
Yo=Y (X-X)*=> X*—-( X)*/n = 549.16—(49.4)*/5 = 61.09

olur. Bu degerleri yerine yazarsak,

125
~ 1.28/61.09

= 59.65

olarak bulunur. %1 onem seviyesi ve n — 2 = 3 serbestlik derecesi igin

karar modeli asagidaki gibi olur.

Sekil 10.5:

59.65 > 5.84 oldugundan, regresyon katsayisinin onemli olduguna, 0.01
onem seviyesinde karar verilir. Yani, bu regresyon denklemi ile tahmin

yaprlabilir.

2. yol (Varyans analizi ile 6nem kontrolii): Regresyon denklemi

lineer oldugu i¢in regresyon analizi tablosu asagidaki gibi olur.

Degisim Kaynagr | s.d K.T. K.O
Regresyon 1 ay xy ay. ry
Hata n—1|Sy*—aXzy | (Zy?—aXay)/(n—2)
S —aXay _ g
n—2 e
ve
ad.xy
F o2
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dir. Sry =S XY - [(EX)(EZY)]/nveZy* =XV —[(ZY)*/n
seklindedir. Tablodan gerekli degerler yerine yazilirsa,
S ay = 610.2—[(49.4)(54)]/5 = 76.68 ve 3" y? = 684—[(54)?]/5 = 100.8

olur. Boylece

B (1.25)(76.68) B
F= (100.8 — (1.25)(76.68)) /(5 —2) 0809

bulunur. Tablo degeri, 0.01 onem seviyesi i¢in Fyoi13 = 34.1 dir.
58.09 > 34.1 oldugundan regresyon katsayisinin onemli olduguna, 0.01

onem seviyesinde karar verilir.

Ornek 10.5 Asaqidaki tablo bir mal i¢in fiat-talep iliskisini gostermektedir.

Fiat | 1 15 22 3 4
Talep | 18 12 8 2 0

Buna gore,

. Dagiliman diyagramang ¢iziniz,

Verilerin parabolik egri gosterdigini kabul ederek, regresyon denklemini

bulunuz,

Belirtilen fiatlar i¢in tahmini talep degerlerini bulunuz,

w. Tahmint standart hatayr bulunuz,

v. %1 onem seviyesinde, regresyon onem kontrolint yapiniz.

Céziim 10.5 i

Sekil 10.6:
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ii. Parabol icin regresyon denklemiY = aX?+bX +c seklindedir. Regresyon

normal denklemleri ise

Ty
S XY
> X%y

asagidaki gibi olur.
ne+by X +ad X°
X +b0Y X +a) XP
S XP+bY X +ad X!

a, b ve ¢ degerlerini bulmak i¢in normal denklemlerdeks toplamlary bul-

mamaz gerekir. Bu toplamlar asagidaki tabloda gosterilmastir. Talebin

fiata gére degistigi distunilirse, talebi Y, fiatr X ile gostermek gerekir.

X
1.0
1.5
2.2
3.0
4.0
11.7

Y
18
12
8
2
0
40

XY
18.0
18.0
17.6
0.0
0.0
59.6

40

59.6

101.72

16.00

X2
1.00
1.25
4.84
9.00

y?
324
144
64
4
0

Xy X Xt
18.00 1.000 1.0000
27.00  3.375 5.0623
38.72  10.648  23.4256
18.00  27.000  81.0000
0.00  64.000 256.0000

33.09 534 101.72 106.023 366.4881

5¢ 4+ 11.7b + 33.09a
11.7¢ + 33.09b + 106.023a
33.09¢ 4 106.023b + 366.4881a

Bu denklem sistemi cozulurse, a = 1.31, b = —12.49 ve ¢ = 28.54

bulunur. O halde regresyon denklems,

olur.

Fiat (X)

1.0
1.5
2.2
3.0
4.0

Y =1.31X2% — 12.49X + 28.54

28.54 — (12.49)(1.
28.54 —
28.54 —
28.54 —

(
(
(
(

Tahmini talep (V)

12.49)
12.49)(2
12.49)(3

28.54 — (12.49)(4

0) + (1.31)(1.0)2 = 17.36
1.5) + (1.31)(1.5)2 = 12.75
2) + (1.31)(2.2)2 = 7.400
0) + (1.31)(3.0)2 = 2.860
0) + (1.31)(4.0)2 = —0.46
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w. Parabol icin tahmini standart hata su tc formil ile de elde edilebilir.
Fakat sonucta baz kucik hatalar olabilir bunun da sebebi hesaplamada
bazi degerlerin yaklasik olarak alinmasidar.

Y —Y)?
Spx = 2O 0E

¢Zy —bey—aE:v2

>Y? —cZY—bZXY—aZXZY
-3

Bu formaillerin her biriyle tahminin standart hatasini bulalim.

y 9 y—g Ww-9?
18 1736 0.64  0.4096
12 1275 —0.75  0.5625
8§ 740 0.60  0.3600
2 286 086  0.7396
0 —0.46 046 0.2116

2.9833
Y —Y)2

Syy = % — /2.28335 — 3 = 1.07
n PR

YR —=bYxy —ad x?y

SYX - n— 3
B \/214 — (—12.49)(—34) — (1.31)(—1.63) 190
- 5—3 -
SY2—¢YY — bzXY —aY X2Y
SYX = 3
B \/534— (28. 54)40—( 12.49)(59.6) — (1.31)(101.72) 133
N 5—3 o

olur. Eqger islemler daha hassas olarak yapilirsa yukaridaki ¢ degerde
birbirine esit olur.
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v. Regresyon i¢cin varyans analizi tablosu asagqidaki gibidur.

Degisim Kaynagr | s.d K.T. K.O
Regresyon 2 b zy +a X a2y R.K.T/2
Hata n—3|Xy* - (bXzy+aXz?y) | HK.T/(n-3)
Buradan

Regresyon kareler ortalamas:

Hata kareler ortalamass
(b zy+ay 2?y)/2
Xy = (bXzy+aXa?y))/(n—3)

(—12.49)(—34) + (1.31)(—163) /2
1.435

= 73.56

olarak bulunur. Payin serbestlik derecesi 2, paydanin serbestlik derecesi

n — 3 = 2 ve onem seviyesi 0.01 oldugundan, Fyg1,2,0 = 99 dur.

Sekil 10.7:

73.56 < 99 oldugundan, regresyon katsayisimin onemli olmadig
hipotezi, %1 dnem seviyesinde kabul edilir. Yani, bu regresyon denkle-

mint kullanarak tahmin yapmak, 0.01 onem seviyesinde uygun degildir.

10.5 Korelasyon

Iki degisken arasindaki ilgi, ya bunlardan birinin digerine baglh olarak
degismesinden veya her iki degiskenin bagka faktorlere bagl olarak birlikte
degismelerinden kaynaklanir. Genelde bunlardan birincisi regresyon, ikin-
cisi ise korelasyonun konusudur. Bununla beraber, korelasyon katsayisi, re-

gresyon degerinin gercek degere uygunlugunu olgmede de kullanilir.
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Korelasyon katsayist +1 ile —1 arasinda degigir. Yani, —1 < r < +1
dir. 7 nin —1 ¢ikmasi ters yonde, +1 ¢ikmasi ise aym yonde, %100’liik bir

korelasyonu ifade eder.
Korelasyon katsayisi i¢in genel formiil,

0oV (10.23)
(Y =Y)?

seklindedir. Kok icerisindeki kesrin payi, “sebebi bilinen degisim” olarak
adlandirilir. Yani, genel kareler toplami icerisinde regresyonla belirlenebilen
kismi ifade eder. Kesrin paydasi ise genel kareler toplamidir. Buna gore,
kok icerisindeki kisim, toplam degigimin yiizde kaginin, regresyonla belir-
lenebilecegini gosterir. Bu oranin, érnegin %90 ¢ikmasi halinde toplam
degisimin %901 regresyonla, yani bagimsiz degiskenler tarafindan belir-
lenmigtir, %10’u ise ya tesadiifen meydana gelmis veya dikkate alinmayan
bagka degiskenlerce belirlenmigtir denilir. Bu orana determinasyon katsayisi

ad1 verilir ve

T Ty -y S(Y —Y)? (Y —7)
veya
s _ . S¥x
r2 =1 & (10.25)

olarak ifade edilir.

10.5.1 Lineer Korelasyon Katsayisi

Korelasyon problemlerinde, genellikle, X ile Y arasinda lineer bir ilgi oldugu
kabul edilir. Bu kabule gore, yukaridaki genel denklem yerine, lineer kore-
lasyon igin su egitlik geligtirilmigtir.
XY - (X X
VIR Z X2 — (X2 T Y? - (XV)?]

Gercek X ve Y degerleri yerine, bunlarin ortalamadan farklar1 esas

alindiginda, korelasyon katsayis1 formiili
ro= 2 = X-X), (y=Y-V)  (10.27)
(Z2?)(Xv?)
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sekline doniigiir. Formiillerden de anlagilacag: gibi, korelasyon katsayisinda
iki degisken arasindaki karsilikli iligki tizerinde durulur. Degiskenlerden

hangisini « veya y olarak alirsaniz aliniz, sonucta bir degisme olmaz.

Yukaridaki esitlikte her iki tarafin karesi alindiginda,

2 (Czy)® <ny> (ny

T EAEy \sa2)\Ty

elde edilir. Yani determinasyon katsayisi, her iki regresyon katsayisinin

) — (boy)(bye)  (1028)

carpimi olarak bulunmustur. Dolayisiyla, korelasyon katsayisi da bu iki kat-

sayinin geometrik ortalamasi olarak

ro= \/(bgy)(by) (10.29)

seklinde yazlir.

Ornek 10.6 Asaqidaki tabloda verilen X ve'Y degiskenleri arasindaki lineer

korelasyon katsayisine bulunuz.

X\24579101215
Y\113345 78

Cozum 10.6 (Cézumi ki yoldan yapacagiz.

1.yol: Problemdeki verilerden X = 64/8 = 8 ve Y = 32/8 = 4 olarak

bulunur. Bunlar: kullanarek asagidaki tabloyu yapalim:

N

X Y 2=X-X y=Y-V ay 22 ¢
2 1 -6 -3 18 36 9
4 1 -4 -3 12 16 9
5 3 -8 -1 3 1
7 3 -1 -1 1 1 1
9 1 0 0 1 0
10 5 2 1 2 4 1
12 7 4 3 12 16 9
15 8 7 4 28 49 16
6/ 52 6 132 46
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Buna gore

76
ro= L =0.97

J(E22)(Sy?)  /(132)(46)

bulunur.

2.yol: ITkinci yol olarak korelasyon katsayisinit bulmak icin once asagidaki
tablo duzenlenir.

X Y Xy X? Y2
2 1 2 4 1
/1 4 16 1
5 8 15 25 9
78 21 49 9
9 4 3 81 16
10 5 50 100 25
12 7 8 144 49
15 8 120 225 G4
6, 32 332 644 17

Buradan da,

ny XY — (X X)(XZX)
VT X2 — (SX)nYY?— (SY)
_ 8(332) — (64)(32) 097
\/[8(644) — (64)2][8(174) — (32)?]

bulunur.

X ve Y cogu zaman tamsayr olmadigindan, korelasyon katsayisine ikinci

yolla hesaplamak daha kolay olacaktar.

10.5.2 Korelasyon Katsayisinin Onem Kontrolii

r korelasyon katsayisi bir istatistiksel parametre olup, ona karsilik gelen ki-
tle parametresi p dur. Onem kontroliinde hipotez “p'nun onemsiz oldugu”
seklinde kurulur. Yani,

Hipotez, Hy:p=0
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Alternatif, H; : p#0 (10.30)

dir. Testte esas olan ¢ dagilimai,

t = = (10.31)

ve,

S, = (10.32)

esitligi ile bulunur.

Ornek biiyiikliigiiniin n > 30 oldugu durumlarda, ¢ yerine 2z degeri kul-

lanilir ve testte esas olacak z degeri,

;= = (10.33)

oy = (10.34)

dir. Her iki test ¢ift yonliidiir.

Burada bir noktanin belirtilmesinde fayda vardir. Bulunan korelasyon
katsayisi onemli ¢iktigr zaman, z ile y arasinda onemli bir iligki oldugunu
soyleyebiliriz. Fakat, oncelikle bu degiskenler arasinda mantiki bir ilginin
bulunmasi sarttir. Bazen hig alakasi olmayan degigkenler arasinda da yiiksek
bir korelasyon cikabilmektedir. Bu tip korelasyonlara “sahte korelasyon” adi

verilir.

Diger 6nemli bir husus da sudur: Ornek biiytkligi arttikca, daha diigtik
yiizdelerin bile testte 6nemli ¢ikmasi miimkiin olabilmektedir. Ornegin, bir
problemde %90’lik bir korelasyon, test sonunda 6nemsiz ¢ikarken, diger bir
problemde %80’lik korelasyon onemli c¢ikabilmektedir. Boyle durumlarda i-

kinci testte, ornegin biiyiik olmasinin bu sonucu dogurdugu bilinecektir.
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Ornek 10.7 Bir isletme ayna tretim faktorlerini kullanarak A ve B gibi iki
tip mal tretmektedir. Bu mallarin tdretim miktarlar asagidaki tabloda belir-
tilmastar.

Ale 4 6 8 10 12 U

B‘99 96 91 84 75 64 51

Uretim miktarlar icin,

. Lineer korelasyon katsayisine bulunuz,
1. Parabolik korelasyon katsayisini bulunuz,
1t. Her iki korelasyon katsayisinin 0.05 onem seviyesinde onem kontrolunt

yaparak sonucu yorumlayiniz.

Coziim 10.7 4. Lineer korelasyon katsayisini bulmak i¢in asagidaki tablo

kullanalor:
XY | XYy | X? Y2 X%y
21 99 | 198 | /4 9801 396
41 96 | 384 | 16 | 9216 | 1536
6 | 91 | 546 | 36 | 8281 | 3276
8| 8 | 672 | 64 | 7056 | 5376
101 750 | 75 | 100 5625 | 7500
121 64 | 768 | 144 | 4096 | 9216
141 51 | 714 | 196 | 2601 | 9996
56 | 560 | 4032 | 560 | 46676 | 37296

Buradan

n>zy— (X)X x)
V22— (Ca)nTy’ — ()
7(4032) — (56)(560)
VI7(560) — (56)2][7(46676) — (560)?]

—3136

3208
= —0.97

bulunur. A ve B arasinda negatif bir iliski vardr.
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1. Parabolik korelasyon katsayisi icin, a ve b regresyon katsayilarini hesapla-
mamaz gerekir. A serisindeki veriler sabit artis gosterdigi icin kodlama

metodu kullanilir.

B | X| XY | X% | X?| X1

A

2] 99 |-3|-297| 891 | 9| 81
4| 96| -2|-192] 384 | 4 | 16
6| 91 |-1| 91| 91 | 1] 1
s 8|0l o 0o | o] o
w7l 1| | | 1|t
12 64 | 2| 128 | 256 | 4 | 16
1] 51 81| 155 | 459 | 9 | st
56| 560 | 0| -224 | 2156 | 28 | 196

olur. Tabloda hesaplanan toplam degerler,

Zy = nc+b2x+a2x2
Yowy = Y x+bY P +ad
Zﬁy = ch2+be3+aZx4

parabolik regresyon normal denklemlerinde yerlerine yazilirsa,

560 = Tc+ 0b+ 28a
—224 = 0c+ 28b+ 0a
2156 = 28c+ 0b+ 196a

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢ozulmesiyle,
a=—1,b= -8 vec=84 bulunur. Ayrica ilgili formiiller kullanilarak,
Sy = =224, Y 2%y = —84, S y? = 1876 degerleri de elde edilir.

Bulunan bu degerler formilde yerine yazilirsa,

b zy +aX 2’y _ —8(=224) + (-1)(-84)

=—1
>y 1876

T =

degeri elde edilir. Bu sonuca gore A ve B arasinda %100 ik ters bir

iliski oldugu ortaya ¢ikar. Yani, (X,Y) ikililerinin tamama regresyon
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egrist uzerindedir.
YV =-X?-8X +84

denklemi, degisen X degerleri ic¢in gercek Y degerlerini wverir.
Gercekten, A =12 i¢in X = 2 yazldiginda,

~

Y = —(2)>—8(2) +84 =064
bulunur.

1t Lineer korelasyon katsayisinin onem kontroli:

. T —0.97 _ _g85

1—12 /1-0.94
n—2 5
ve to.oss = £2.57 dir. —8.85 < —2.57 oldugundan, lineer korelasyon

katsaysinin %5 onem seviyesinde dnemli olduguna karar verilir.

Parabolik korelasyon katsayisi icin t = oo ¢ikar. Bu ise korelasyon kat-
sayrsinan, serbestlik derecesi ve onem seviyesi ne olursa olsun, onemli

olmasy demektir.

Her iki durumda da korelasyon katsayise onemli olmakla beraber, ikinci

durumda tam bir korelasyon oldugu gorulmektedir.

Ornek 10.8 Her biri 65 birimden meydana gelen X wve Y degskenler:
arasindaki korelasyon katsayist 0.75 olarak hesaplanmastir. Bu korelasyon

katsayrsinin onemli olup olmadiginit 0.01 onem seviyesinde test ediniz.

Coziim 10.8 n = 65 > 30 oldugundan onem testi i¢in z istatistigi kullanalor.

r _—0.75_
[

n—1 65—1

6

0.01 onem seviyest i¢in kritik degerler z = +2.58 oldugundan, korelasyon

katsayisinin onemli olduguna, 0.01 onem seviyesinde karar verilir.
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10.5.3 Sira Korelasyon Katsayisi

Korelasyon katsayist ekstrem (ug veya anormal) degerlerden fazlasiyla etki-
lenir. Seride u¢ degerlerin bulundugu durumlarda, ya bu degerler elimine
edilecek veya sira korelasyon katsayisi kullanma yoluna gidilecektir. Sira
korelasyon katsayisi1 x;, y; degerlerinin, kendilerinin degil, siralarinin daha

onemli oldugu problemlerde bagar1 ile uygulanir.

Sira korelasyon katsayisi

6> D?
sira  — 1-—- . 10.35
" n(n? —1) ( )
formiilii ile hesaplanir. Burada, D, siralar arasindaki fark; n ise ornek

biiyiikliigiidiir.

Katsay1 hesaplanirken, x ve y serilerindeki rakamlar, kendi iclerinde
biiyiikliik sirasina konulurlar. Daha sonra, bunlara sira numaralar: verilir.
Korelasyon hesaplanirken, gercek degerler yerine bu sira numaralar1 esas

alimir. Bir seride, ornegin, dordiincii ve besinci sayilar ayni ise, bunlarin

her ikisinede sira numarasi olarak 4.5 verilir.

Kath (Coklu) Korelasyon Katsayisi

Kath korelasyon katsayisi ikiden fazla degiskenin birlikte degigmelerinin
olgiisiidiir. Bagh degigkenin iki bagimsiz degisken tarafindan belirlendigi du-
rumlarda regresyon denklemimizi, Y = a + b; X} + b, X5 seklinde yazdigimiz

takdirde, determinasyon katsayist,

SV -Y)? XY +hY XY
YY) ZY?
olur. Ornegin, R? = 0.80 ciktifinda Y deki toplam degisimin %80’inin X,

ve X, degigkenlerince belirlendigi anlagilir. Bu katsayinin karekokii ise kath

R2

(10.36)

korelasyon katsayisidir.

Yukardaki determinasyon katsayisini,

5«2
R =107 (10.37)
y
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seklinde ifade edebiliriz. Burada

2_p b
S§x1x2 _ Zy 1 ley 2 Zny (1038)

ve

(10.39)
dir.

Y degiskeninin ii¢ degiskenle belirlenmesi halinde, R? denkleminde kesrin
payina bz Y z3y degeri ilave edilecektir.

Ornek 10.9 Asaqdaki X ve'Y degiskenleri icin sira korelasyon katsayisini

bulunuz.

X‘ 22 47 88 204 45 164 55
Y‘354 602 105 410 98 380 175

Coziim 10.9 Once gerekly degerleri hesaplamak i¢in asagidaki tabloyu ya-

palim.
X Y | Xswa| Y sira| D | D?
22 | 354 1 4 -3 9
47 | 602 4 7 -3 9
38 | 105 2 2 0] 0
204 | 410 7 6 1| 1
45 | 98 3 1 21 4
164 | 380 6 5 1] 1
55 | 175 5 3 21 4
28
Buna gore
6> D? 6(28)
Tsra = 1— m =1~ m =0.5 (10.40)

bulunur.
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10.5.4 Kismi Korelasyon Katsayisi

Y bagiml degigkenine etki eden degigkenlerden bir kisminin etkilerinin sabit
kabul edilmesi halinde, digeriyle Y arasindaki iligkinin o6l¢iisii, kismi kore-

lasyondur.

Ornegin, bagimlh degiskenin X, bagimsiz degiskenlerin ise X, ve Xj
oldugunu kabul edelim. Xj’iin sabit tutulmasi halinde ri53, X; ile X,

arasindaki kismi korelasyon katsayisidir ve su egitlikle hesaplanir:

12 — 713723
2,3 = 5 5
V=13 (1= 13)

(10.41)

ri2; X; ile Xy arasindaki lineer korelasyon katsayisidir. ["Jg bagimsiz
degigkenli bir problemde, X3 ile X,’iin sabit tutulmalar1 halinde, X; ile X,
arasindaki kismi korelasyon katsayisi ise asagidaki esitliklerin biriyle hesap-

lanabilir:

12,4 — T13,4723,4 - 12,3 — T14,3724,3 (10 42)

12,34 =
\/(1 - 7"%3,4)(1 - 7"%3,4) \/(1 - 7"%4,3)(1 - 7"%4,3)

Ornek 10.10 Bir tarlada yapilan arastirmaya gore, son bes yil i¢in, verim,

hava sicakligi ve gibre miktarina ait veriler asaqidake gibe elde edilmistir.

Ortalama | Ortalama hava | Ortalama giibre
verim (ton) | sicaklign (C°) | miktary (100 kg )
X X5 X3
5.0 16 10
4.5 14 9
4.0 15 8
3.0 13 7
2.5 14 6

Buna gore asaqidaki kismi korelasyonlar, hesaplayiniz.

L. T12,3

1. 13,2
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111, 23,1

Coziim 10.10 Once kismi korelasyon formillerinde kullanilacak degerleri

hesaplayalim.
X, 5.0 4.5 4.0 | 3.0 | 2.5 | 19.0
X, 16 1/ 15 13 14 72
X3 10 9 8 7 6 40

X1 Xo | 80 63 60 39 35 | 277
Xi Xz | 80.0 | 40.5 | 32.0 | 21.0 | 15.0 | 158.5
XoX3 | 160 126 | 120 91 84 581
X? 25.00) 20.25 | 16.25 | 9.25| 6.25 | 76.50
X2 250 | 196 | 225 | 169 | 196 | 1042
X2 100 81 64 49 36 | 330

Buradan,

nY X1 X, — (R X1)(ZX —2)
VT X2 — (S X1)2[n © X2 — (T X2)?)
5(277) — 19(72)
V/[5(76.5) — 192)[5(1042) — 722]
17
(21.5)(26)
= 0.72

re =

nY X1 X;— (X X1)(ZX —3)
VIS X — (X)) T X3 — (T X5)?]
5(158.5) — 19(40)
V/(21.5)[5(330) — 407
32.5
(21.5)(50)
= 0.9

3 =

ny XXz — (ZXQ)(EX — 3)
VInE X3 — (S X2)n T X3 — (£ X3)7

oz =
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5(581) — 72(40)
(26)(50)
25.5
(26)(50)
= 0.69

olarak bulunur. Bulunan bu korelasyon katsaylart kismi  korelasyon

formiillerinde yerlerine yazilirsa

— .72 — (0. .
riag = T12 13723 _ 0.7 (0 99) (0 69) —0.36

VA =i (1 —1F) /(1 —0.98)(1 — 0.48)

r i 13 — I'12723 . 0.99 — (072)(069) —0.99
13,2 — = =0.
VA=) (1 —1%) /(1 -0.52)(1 — 0.48)

— .69 — (0. 72
ros1 T'23 713712 0.69 (0 99) (0 7 ) 0.23

VA=) (L —rh)  /(1-0.98)(1 - 0.52)

elde edilir.

10.6 Problemler

1. Asagida verilen bilgileri kullanarak ikinci dereceden bir regresyon denk-

lemi bulunuz.

X\o123456789
f(X)\1.3 14 16 1.65 1.70 1.85 2.0 2.8 35 5.0

2. Bir firmanin 1970 — 1978 yillarina ait kar dagilimi agagidaki tabloda

verilmigtir.

Yillar ‘1970 1971 1972 1973 1974 1975 1976 1977 1978

Kar(milyar TL) | 12 14 18 23 28 30 36 42 46

Kar degigiminin lineer oldugunu kabul ederek,
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i. regresyon denklemini bulunuz,

2. 1980 yili karin1 tahmin ediniz,

12 1970 — 1978 yillarina ait tahmini karlar1 bulunuz,

tv. Tahminin standart hatasini bulunuz,

v. %5 onem seviyesinde, regresyon katsayisinin oénem kontroliinii
yapiniz.

3. Ikinci problemdeki ilk alt: veriyi (1970 — 1975) kullanarak,

1. regresyon denklemini bulunuz,
2. 1980 yili karin1 tahmin ediniz,
iti. %5 6nem seviyesinde regresyon énem kontroliinii yapiniz.

4. 1945 — 1980 yillar1 arasinda, bir iilkenin niifus artis1 5 yillik sayimlar
itibariyle agagidaki tabloda gosterilmistir.

Yillar ‘1945 1950 1955 1960 1965 1970 1975 1980

Niifus(milyon) | 20 24 20 35 42 51 60 72
1. regresyon parabolunun denklemini bulunuz,

2. 1982 yili karin1 tahmin ediniz,

221. Tahminin standart hatasini bulunuz.

iv. %5 6nem seviyesinde regresyon énem kontroliinii yapiniz.
5. Dordiincii problemin verileri igin

i. lineer regresyon denklemini bulunuz,

2. Tahminin standart hatasini bulunuz.

iti. %5 6nem seviyesinde regresyon énem kontroliinii yapiniz.

ww. Sonuglari, 4.problemin sonuclariyla karsilagtirarak yorumlayiniz.

6. Yedi ogrencinin Matematik, Fizik ve Kimya derslerinden aldiklar1 not-

lar (10 iizerinden) agagidaki tabloda gosterilmistir.

Matematik |5 8 3 7 4 6 8
Fizik 7 8 6 8 4 7 10
Kimya 6 8 5 7 4 6 9
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Matematik ve Fizik derslerindeki bagarinin Kimya dersi bagarisini etk-

iledigini diigtinerek,

i. Regresyon denklemini bulunuz (Y = a + b1 X; + 0y X5),

2. Fizik dersinden 8, matematikten 5 alan bir 6grencinin kimya der-

sinden alacagi notu tahmin ediniz.

777. Tahminin standart hatasini bulunuz.

iv. %1 6nem seviyesinde regresyon énem kontroliinii yapiniz.

7. Bir simiftan alfabetik siraya gore 10 6grenci alinmig ve bu 6grencilerin

bir derse ait bilim ve uygulama notlar1 asagidaki tablo ile belirtilmigtir.

Bilim ve uygulama notlar1 arasindaki lineer korelasyon katsayisini bu-

lunuz.

Uygulama |8 7 7 9 6 4 10 8 3 5

Bilim \9658749916

8. Birinci problemin verileri icin lineer determinasyon katsayisini bularak,

%5 onem seviyesinde korelasyon katsayisinin énem testini yapiniz.

9. 8 ayn firma tarafindan iiretilen belli bir egyaya ait tiiketici sira numar-

alar1 ve fiatlar1 asagidaki tabloda gosterilmistir.

Markalar | Tiiketici tercihi | Fiat (TL)
A 7 44950
B 4 52500
C 2 47995
D 6 49995
E 1 28000
F 3 54995
G 8 46995
H 5) 53250

Bu verilere gore, tiiketici tercihi ile malin fiati1 arasinda bir iligkinin

oldugu soylenebilir mi? Kararinizi, sira korelasyon katsayisini bularak

veriniz.
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10. Asagidaki tabloda, sansa baglh olarak secilen 10 babanin ve bunlarin

en yash ogullarimin boylar1 gosterilmektedir.

Bababoyu‘165 160 170 163 173 157 178 168 173 170

Ogulboyu‘l”{'?) 168 173 165 175 168 173 165 180 170

Baba ve ogul boylar1 arasindaki sira korelasyon katsayisini bulunuz.
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Normal Egri Altindaki Alan

Burada ¢(0) = 0.0000 olarak alinmigtir. Baz kitaplarda z cetvelinde
#(0) = 0.5000 olarak alinmtr. Bu cetvellerin biri dierine kolaylkla dntrlebilir.
rnein, aadaki cetvele 0.5000 eklenerek, dier z cetveline geilir. Bu kitapta ki,

baz rnekler, cetveller arasndaki iliki daha iyi anlalsn diye, farkl cetvellere gre
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zlmtr.

Z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 | 0.0000 | 0.0040 | 0.0080 | 0.0120 | 0.0160 | 0.0199 | 0.0239 | 0.0279 | 0.0319 | 0.0359
0.1 | .0398 .0438 .0478 .0517 557 .0596 .0636 .0675 .0714 .0753
0.2 | .0793 0.832 .0871 .0910 .0948 .0987 .1026 .1064 .1103 1141
0.3 | .01179 | .1217 .1255 .1293 1331 .1368 .1406 .1443 .1480 1517
0.4 | .1554 .1591 .1628 .1664 .1700 1736 1772 .1808 1844 1879
0.5 | .1915 .1950 .1985 .2019 .2054 .2088 2123 2157 .2190 2224
0.6 | .2257 2291 2324 2357 .2389 .2422 .2454 .2486 2417 .2549
0.7 | .2580 .2611 .2642 .2673 .2704 2734 .2764 2794 2823 .2852
0.8 | .2881 .2910 .2939 .2967 .2995 .3023 3051 3078 .3106 3133
0.9 | .3159 .3186 3212 3238 .3264 .3289 3315 .3340 .3365 .3389
1.0 | .3413 .3438 .3461 .3485 .3508 .3531 .3554 3577 .3599 .3621
1.1 | .3643 .3665 .3686 3708 .3729 .3749 3770 .3790 .3810 .3830
1.2 | .3849 .3869 .3888 .3907 .3925 .3944 .3962 .3980 .3997 .4015
1.3 | .4032 .4049 .4066 .4082 .4099 4115 4131 4147 4162 A177
1.4 | 4192 4207 4222 4236 4251 4265 4279 4292 .4306 4319
1.5 | .4332 4345 4357 4370 4382 4394 .4406 4418 .4429 4441
1.6 | .4452 .4463 4474 .4484 .4495 .4505 4515 4525 4535 .4545
1.7 | .4554 .4564 4573 .4582 .4591 .4599 .4608 4616 4625 4633
1.8 | .4641 .4649 4656 .4664 4671 4678 4686 .4693 .4699 4706
1.9 | 4713 4719 4726 4732 4738 4744 4750 4756 4761 4767
2.0 | .4772 4778 4783 4788 4793 4798 4803 4808 4812 4817
2.1 | 4821 .4826 4830 4834 4838 4842 4846 14850 4854 4857
2.2 | 4861 .4864 4868 4871 4875 4878 4881 4884 4887 .4890
2.3 | .4893 4896 4898 4901 .4904 .4906 .4909 4911 14913 4916
2.4 | 4918 .4920 4922 4925 4927 .4929 4931 .4932 .4934 .4936
2.5 | .4938 .4940 14941 .4943 .4945 .4946 .4948 .4949 14951 .4952
2.6 | .4953 .4955 .4956 4957 .4959 .4960 4961 .4962 14963 .4964
2.7 | .4965 .4966 4967 4968 .4969 4970 4971 4972 4973 4974
2.8 | 4974 4975 4976 4977 4977 4978 .4979 .4979 4980 4981
2.9 | 4981 .4982 .4982 .4983 .4984 .4984 4985 4985 .4986 .4986
3.0 | .4987 4987 4987 .4988 .4988 .4989 .4989 .4989 .4990 .4990
3.1 | .4990 .4991 .4991 .4991 .4992 .4992 .4992 .4992 .4993 .4993
3.2 | .4993 4993 .4994 .4994 .4994 .4994 .4994 .4995 .4995 .4995
3.3 | .4995 4995 4995 .4996 .4996 .4996 .4996 .4996 .4996 4997
3.4 | .4997 .4997 .4997 .4997 .4997 .4997 .4997 .4997 .4997 .4998
3.6 | .4998 .4998 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999
3.9 | .5000
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s.d t.60 t70 t.s0 t.90 t.95 t.o75 t.99 t.995 t.9995
1 0.3250 | 0.7270 | 1.376 | 3.078 | 6.3138 | 12.706 | 31.821 | 63.657 | 636.619
2 .2885 6172 | 1.061 | 1.886 | 2.9200 | 4.3027 | 6.965 | 9.9248 | 31.598
3 .2766 0840 | 9780 | 1.638 | 2.3534 | 3.1825 | 4.5410 | 5.8409 | 12.9240
4 .2707 .5692 941 1.533 | 2.1318 | 2.7764 | 3.747 | 4.6041 8.610
5 .2672 .0598 .920 1.476 | 2.0150 | 2.5706 | 8.365 | 4.0321 6.869
6 .2648 .0536 .906 1.440 | 1.9432 | 2.4469 | 3.143 | 3.7074 5.959
7 .2632 .5493 .896 1.415 | 1.8946 | 2.3646 | 2.998 | 3.4995 5.408
8 .2619 .5461 .889 1.397 | 1.8595 | 2.3060 | 2.896 | 3.3554 5.041
9 .2610 .5436 .883 1.383 | 1.8331 | 2.2622 | 2.821 | 3.2498 4.781
10 .2602 .5416 .879 1.372 | 1.8125 | 2.2281 | 2.764 | 3.1693 4.587
11 .2596 .5400 .876 1.363 | 1.7939 | 2.2010 | 2.718 | 3.1058 4.437
12 .2590 .0387 873 1.356 | 1.7823 | 2.1788 | 2.681 | 3.0545 4.318
13 .2586 5375 .870 1.350 | 1.7709 | 2.1604 | 2.650 | 3.0123 4.221
14 .2582 .0366 .868 1.345 | 1.7613 | 2.1448 | 2.624 | 2.9768 4.140
15 .2579 .0358 .866 1.341 | 1.7530 | 2.1315 | 2.602 | 2.9467 4.073
16 .2576 .0351 .865 1.337 | 1.7459 | 2.1199 | 2.583 | 2.9208 4.015
17 .2574 .5344 .863 1.333 | 1.7396 | 2.1098 | 2.567 | 2.8982 3.965
18 2571 .0338 .862 1.330 | 1.7341 | 2.1009 | 2.552 | 2.8784 3.922
19 .2569 .0333 .861 1.328 | 1.7291 | 2.0930 | 2.539 | 2.8609 3.883
20 .2567 .0329 .860 1.325 | 1.7247 | 2.0860 | 2.528 | 2.8453 3.850
21 .2566 .5325 .859 1.323 | 1.7207 | 2.0796 | 2.518 | 2.8314 3.819
22 .2564 0321 .858 1.321 | 1.7171 | 2.0739 | 2.508 | 2.8188 3.792
23 .2563 .0318 .858 1.319 | 1.7139 | 2.0687 | 2.500 | 2.9073 3.767
24 .2562 .0315 .857 1.318 | 1.7109 | 2.0639 | 2.492 | 2.7969 3.745
25 .2561 .5312 .856 1.316 | 1.7081 | 2.0595 | 2.485 | 2.7874 3.725
26 .2560 .5309 .856 1.315 | 1.7056 | 2.0555 | 2.479 | 2.7787 3.707
27 .2559 5307 .855 1.314 | 1.7033 | 2.0518 | 2.473 | 2.7707 3.690
28 .2558 .5304 .855 1.313 | 1.7011 | 2.0484 | 2.467 | 2.7633 3.674
29 .2557 .5302 .854 1.311 | 1.6991 | 2.0452 | 2.462 | 2.7564 3.659
30 .2556 .5300 .854 1.310 | 1.6973 | 2.0423 | 2.457 | 2.7500 3.616
35 .2553 .5292 | .8521 | 1.3062 | 1.6896 | 2.0301 | 2.438 | 2.7239 | 3.5919
40 .2550 5286 | .8507 | 1.3031 | 1.6839 | 2.0211 | 2.423 | 2.7045 | 3.5511
45 .2549 5281 | .8497 | 1.3007 | 1.6794 | 2.0141 | 2.412 | 2.6896 | 3.5207
50 .2547 5278 | .8489 | 1.2987 | 1.6759 | 2.0086 | 2.403 | 2.6778 | 3.4965
60 .2545 5272 | 8477 | 1.2959 | 1.6707 | 2.0003 | 2.390 | 2.6603 | 3.4606
70 .2543 5268 | .8468 | 1.2938 | 1.6669 | 1.9945 | 2.381 | 2.6480 | 3.4355
80 .2542 5265 | .8462 | 1.2922 | 1.6641 | 1.9901 | 2.374 | 2.6388 | 3.4169
90 .2541 .5263 | .8457 | 1.2910 | 1.6620 | 1.9867 | 2.368 | 2.6316 | 3.4022
100 | .2540 .5261 | .8452 | 1.2901 | 1.6602 | 1.9840 | 2.364 | 2.6260 | 3.3909
120 | .2539 5258 | .8446 | 1.2887 | 1.6577 | 1.9799 | 2.358 | 2.6175 | 3.3736
140 | .2538 5256 | .8442 | 1.2876 | 1.6558 | 1.9771 | 2.353 | 2.6114 | 3.3615
160 | .2538 5255 | .8439 | 1.2869 | 1.6545 | 1.9749 | 2.350 | 2.6070 | 3.3527
180 | .2537 0253 | .8436 | 1.2863 | 1.6534 | 1.9733 | 2.347 | 2.6035 | 3.3456
200 | .2537 0252 | 8434 | 1.2858 | 1.6525 | 1.9719 | 2.345 | 2.6006 | 3.3400
0 .2533 5244 | 8416 | 1.2816 | 1.6449 | 1.9600 | 2.326 | 2.5758 | 3.2905
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F-Dagiliminin Yizde Noktalari.

Pr U1
(F<f)] vy 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15
0.95 1 161 | 200 | 216 | 225 | 230 | 234 | 237 | 239 | 241 242 | 244 | 246
0.975 648 | 800 | 864 | 900 | 922 | 937 | 948 | 957 | 963 | 969 | 977 | 985
0.99 4052 | 4999 | 5403 | 5625 | 5764 | 5859 | 5928 | 5982 | 6023 | 6056 | 6106 | 6157
0.95 2 | 185 | 19.0 | 19.2 | 19.2 | 193 | 193 | 194 | 194 | 194 | 194 | 194 | 194
0.975 385 (390 | 39.2 | 39.2 | 39.3 | 39.3 | 394 | 394 | 394 | 394 | 394 | 394
0.99 98.5 1 99.0 | 99.2 | 99.2 | 99.3 | 99.3 | 994 | 994 | 994 | 994 | 99.4 | 994
0.95 3 | 101 ] 955 | 9.28 | 9.12 | 9.01 | 894 | 889 | 8.85 | 881 | 879 | 8.74 | 870
0.975 174 | 16.0 | 154 | 15.1 | 14.9 | 14.7 | 146 | 145 | 145 | 144 | 14.3 | 14.3
0.99 34.1 | 30.8 | 29.5 | 28.7 | 282 | 27.9 | 27.7 | 27.5 | 27.3 | 27.2 | 27.1 | 26.9
0.95 4 | 771|694 | 6.59 | 6.39 | 6.26 | 6.16 | 6.09 | 6.04 | 6.00 | 5.96 | 5.91 | 5.86
0.975 12.2 | 106 | 9.98 | 9.60 | 9.36 | 9.20 | 9.07 | 898 | 890 | 8.84 | 8.75 | 8.66
0.99 21.2 | 180 | 16.7 | 16.0 | 15.5 | 15.2 | 15.0 | 14.8 | 14.7 | 145 | 144 | 14.2
0.95 5 | 6.61 | 579 | 541 | 5.19 | 5.05 | 4.95 | 4.88 | 4.82 | 4.77 | 4.74 | 4.68 | 4.62
0.975 10.0 | 843 | 7.76 | 7.39 | 7.15 | 6.98 | 6.85 | 6.76 | 6.68 | 6.62 | 6.52 | 6.43
0.99 163 | 13.3 | 12.1 | 114 | 11.0 | 10.7 | 10.5 | 10.3 | 10.2 | 10.1 | 9.89 | 9.72
0.95 6 | 599 | 514 | 4.76 | 4.53 | 4.39 | 4.28 | 4.21 | 4.15 | 4.10 | 4.06 | 4.00 | 3.94
0.975 881 | 7.26 | 6.60 | 6.23 | 5.99 | 5.82 | 5.70 | 5.60 | 5.52 | 5.46 | 5.37 | 5.27
0.99 13.7 | 109 | 9.78 | 9.15 | 8.75 | 847 | 826 | 810 | 7.98 | 7.87 | 7.72 | 7.56
0.95 7 | 559 | 4.74 | 435 | 4.12 | 397 | 3.87 | 3.79 | 3.73 | 3.68 | 3.64 | 3.57 | 3.51
0.975 8.07 | 6.54 | 5.89 | 5.52 | 5.29 | 5.12 | 4.99 | 490 | 4.82 | 4.76 | 4.67 | 4.57
0.99 12.2 | 955 | 845 | 7.85 | 746 | 7.19 | 6.99 | 6.84 | 7.72 | 6.62 | 6.47 | 6.31
0.95 8 | 532 | 446 | 4.07 | 3.84 | 3.69 | 3.58 | 3.50 | 3.44 | 3.39 | 3.35 | 3.28 | 3.22
0.975 7.57 | 6.06 | 5.42 | 5.05 | 4.82 | 4.65 | 4.53 | 4.43 | 4.36 | 4.30 | 4.20 | 4.10
0.99 11.3 | 865 | 7.59 | 7.01 | 6.63 | 6.37 | 6.18 | 6.03 | 5.91 | 5.81 | 5.67 | 5.52
0.95 9 | 512 | 426 | 3.86 | 3.63 | 3.48 | 3.37 | 3.29 | 3.23 | 3.18 | 3.14 | 3.07 | 3.01
0.975 721 | 5.71 | 5.08 | 4.72 | 448 | 4.32 | 4.20 | 4.10 | 4.03 | 3.96 | 3.87 | 3.77
0.99 10.6 | 8.02 | 6.99 | 6.42 | 6.06 | 5.80 | 5.61 | 547 | 5.35 | 5.26 | 5.11 | 4.96
0.95 10 | 496 | 410 | 3.71 | 3.48 | 3.33 | 3.22 | 3.14 | 3.07 | 3.02 | 2.98 | 291 | 2.85
0.975 6.94 | 546 | 4.83 | 4.47 | 424 | 4.07 | 3.95 | 3.85 | 3.78 | 3.72 | 3.62 | 3.52
0.99 10.0 | 7.56 | 6.55 | 5.99 | 5.64 | 5.39 | 5.20 | 5.06 | 4.94 | 4.85 | 4.71 | 4.56
0.95 12 | 475 | 3.89 | 3.49 | 3.26 | 3.11 | 3.00 | 2.91 | 2.85 | 2.80 | 2.75 | 2.69 | 2.62
0.975 6.55 | 5.10 | 447 | 4.12 | 3.89 | 3.73 | 3.61 | 3.51 | 3.44 | 3.37 | 3.28 | 3.18
0.99 9.33 | 693 | 595 | 541 | 5.06 | 4.82 | 464 | 4.50 | 439 | 4.30 | 4.16 | 4.01
0.95 15| 454 | 3.68 | 3.29 | 3.06 | 2.90 | 2.79 | 2.71 | 2.64 | 2.59 | 2.54 | 248 | 2.40
0.975 6.20 | 4.77 | 415 | 3.80 | 3.58 | 3.41 | 3.29 | 3.20 | 3.12 | 3.06 | 2.96 | 2.86
0.99 8.68 | 6.36 | 542 | 4.89 | 4.56 | 4.32 | 4.14 | 4.00 | 3.89 | 3.80 | 3.67 | 3.52
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s.d | X%os | X | Xors | Xs X0 X5 | X%s0 | X% | X0 X5 | X2 | X1 | Xoos
1 788 | 6.63 | 5.02 | 3.84 | 2.71 | 1.32 | 4.55 | .102 | .0158 | .0039 | .0010 | .0002 | .0000
2 106 | 9.21 | 738 | 599 | 4.61 | 277 | 1.39 | .575 | .211 | .103 | .0506 | .0201 | .0100
3 128 | 11.3 | 935 | 781 | 6.25 | 4.11 | 2.37 | 1.21 | .584 | .352 | .216 | .115 | .072
4 149 | 133 | 11.1 | 9.49 | 7.78 | 539 | 336|192 | 1.06 | .711 | .484 | .297 | .207
5 16.7 | 15.1 | 128 | 11.1 | 9.24 | 6.63 | 4.35 | 2.67 | 1.61 | 1.15 | .831 | .554 | 412
6 185 | 168 | 144 | 126 | 10.6 | 7.84 | 535 | 3.45 | 220 | 1.64 | 1.24 | 872 | .676
7 20.3 | 185 | 16.0 | 14.1 | 12.0 | 9.04 | 6.35 | 4.25 | 2.83 | 2.17 | 1.69 | 1.24 | .989
8 220 | 20.1 | 175 | 155 | 134 | 10.2 | 7.34 | 5.07 | 3.49 | 2.73 | 2.18 | 1.65 | 1.34
9 236 | 21.7 | 19.0 | 169 | 14.7 | 114 | 834 | 5.90 | 4.17 | 333 | 2.70 | 2.09 | 1.73
10 | 25.2 | 23.2 | 205 | 183 | 16.0 | 125 | 934 | 6.74 | 487 | 3.94 | 3.25 | 256 | 2.16
11 | 26.8 | 24.7 | 219 | 19.7 | 173 | 13.7 | 103 | 7.58 | 5.58 | 4.57 | 3.82 | 3.05 | 2.60
12 | 283 | 262 | 233 | 21.0 | 185 | 14.8 | 11.3 | 844 | 6.30 | 5.23 | 4.40 | 3.57 | 3.07
13 | 298 | 27.7 | 24.7 | 224 | 198 | 16.0 | 123 1 9.30 | 7.04 | 5.89 | 5.01 | 4.11 | 3.57
14 | 313 | 29.1 | 26.1 | 23.7 | 21.1 | 171 | 133 ] 10.2 | 7.79 | 6.57 | 5.63 | 4.66 | 4.07
15 | 328 | 306 | 275 | 25.0 | 223 | 18.2 | 143 | 11.0 | 855 | 7.26 | 6.26 | 5.23 | 4.60
16 | 343 | 320 | 288 | 263 | 235 | 194 | 153|119 | 931 | 796 | 6.91 | 581 | 5.14
17 | 357 | 334 | 302 | 276 | 248 | 205 | 16.3 | 128 | 10.1 | 867 | 7.56 | 6.41 | 5.70
18 | 37.2 | 34.8 | 315 | 289 | 26.0 | 216 | 173 | 13.7| 109 | 9.39 | 823 | 7.01 | 6.26
19 | 386 | 36.2 | 329 | 30.1 | 27.2 | 227 | 183 | 146 | 11.7 | 10.1 | 891 | 7.63 | 6.84
20 | 40.0 | 376 | 342 | 314 | 284 | 238 | 193|155 | 124 | 109 | 959 | 826 | 743
21 | 414 | 389 | 355 | 327 | 296 | 249 | 203|163 | 13.2 | 11.6 | 103 | 890 | 8.03
22 | 428 | 403 | 368 | 339 | 308 | 26.0 | 213 | 17.2 | 14.0 | 123 | 11.0 | 9.54 | 8.64
23 | 442 | 416 | 381 | 352 | 32.0 | 27.1 | 223|181 | 14.8 | 13.1 | 11.7 | 10.2 | 9.26
24 | 456 | 43.0 | 394 | 364 | 33.2 | 282 | 23.3|19.0 | 15.7 | 13.8 | 124 | 109 | 9.89
25 | 469 | 44.3 | 406 | 37.7 | 344 | 293 | 243|199 | 165 | 146 | 13.1 | 11.5 | 105
26 | 483 | 456 | 419 | 389 | 356 | 304 | 253|208 | 173 | 154 | 13.8 | 12.2 | 11.2
27 | 496 | 470 | 43.2 | 40.1 | 36.7 | 315 | 263 | 21.7 | 181 | 16.2 | 14.6 | 129 | 118
28 | 51.0 | 48.3 | 445 | 413 | 379 | 326 | 273|227 | 189 | 169 | 153 | 13.6 | 125
29 | 52.3 | 49.6 | 457 | 426 | 39.1 | 33.7 | 283|236 | 198 | 17.7 | 16.0 | 143 | 13.1
30 | 53.7 | 50.9 | 47.0 | 43.8 | 403 | 348 | 293|245 | 20.6 | 185 | 168 | 15.0 | 13.8
40 | 66.8 | 63.7 | 59.3 | 55.8 | 51.8 | 45.6 | 39.3 | 33.7 | 29.1 | 26.5 | 244 | 22.2 | 20.7
50 | 79.5 | 76.2 | 714 | 675 | 63.2 | 56.3 | 49.3 | 42.9 | 37.7 | 348 | 324 | 29.7 | 28.0
60 | 92.0 | 884 | 833 | 79.1 | 744 | 67.0 | 59.3 | 52.3 | 46.5 | 43.2 | 40.5 | 37.5 | 35.5
70 | 104.2 | 1004 | 95.0 | 90.5 | 8.5 | 776 | 69.3 | 61.7 | 553 | 51.7 | 48.8 | 454 | 43.3
80 | 116.3 | 112.3 | 106.6 | 101.9 | 96.6 | 88.1 | 793 | 71.1 | 64.3 | 60.4 | 57.2 | 53.5 | 51.2
90 | 128.3 | 124.1 | 118.1 | 113.1 | 107.6 | 98.6 | 89.3 | 80.6 | 73.3 | 69.1 | 65.6 | 61.8 | 59.2
100 | 140.2 | 135.8 | 129.6 | 124.3 | 1185 | 109.1 | 99.3 | 90.1 | 824 | 779 | 742 | 70.1 | 67.3
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